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Richiami di Relatività Ristretta

Postulati fondamentali

La Relatività Ristretta si fonda su due postulati fondamentali:

1. Principio di relatività: le leggi della natura sono le stesse in tutti i sistemi di riferimento inerziali.

2. Esiste una velocità limite per la propagazione dei segnali fisici: c = 3 · 108 m/s.

Il secondo postulato mette ovviamente in discussione il concetto di simultaneità di due eventi. Un evento
è un qualcosa che avviene in un certo punto dello spazio e ad un certo istante, ed è descritto da quattro
numeri t,x.
Consideriamo due eventi E1 ≡ (x0

1,x1), E2 =≡ (x0
2,x2), dove x0 = ct, e definiamo l’intervallo S2

12 come

S2
12 ≡ (x0

2 − x0
1)2 − (x2 − x1)2 (1)

Questa quantità è indipendente dal sistema di riferimento in cui si osservano i due eventi, è cioè un
invariante. L’intervallo da informazioni sulle correlazioni causali tra due eventi. Consideriamo ad esem-
pio lo spazio-tempo con una dimensione spaziale e una temporale e fissiamo un evento di riferimento
nell’origine, E0 = (0, 0). Prendiamo un altro evento E1 = (x0, x). Se x > x0, i due eventi non possono
essere messi in correlazione causale in quell’istante, mentre viceversa, gli eventi con x < x0 possono
essere correlati causalmente con l’evento di riferimento, quindi all’interno del cono-luce (x < x0) sono
fissati i concetti di passato e futuro. In termini dell’intervallo, se due eventi hanno S2

12 ≥ 0, allora i due
eventi possono essere in correlazione causale, altrimenti no. Inoltre, se due eventi hanno S2

12 > 0, esisterà
sempre un sistema di riferimento in cui essi avvengono nello stesso luogo, ma a tempi diversi.

Trasformazioni di Lorentz

La descrizione di un evento E = (x0,x) dipende dal sistema di riferimento. Le trasformazioni di Lorentz
forniscono la relazione tra le quaterne che descrivono un evento in due sistemi di riferimento. Dato un
sistema di riferimento K e uno K in moto rispetto a K con velocità v (che fissiamo ad esempio lungo
x1), si ha 

x0 = γ(x0 − βx1)

x1 = γ(x1 − βx0)

β =
v

c
γ = (1− v2/c2)−1/2 (2)

Le trasformazioni di Lorentz sono quelle più generali che lasciano invariato l’intervallo tra due eventi.
Esse inoltre implementano automaticamente, nella descrizione della composizione di due velocità, l’esi-
stenza della velocità massima c di propagazione.

Quadrivettori

Dalle trasformazioni di Lorentz, differenziando, otteniamo le trasformazioni per il differenziale dxµ ≡
(dx0,dx): 

dx0 = γ(dx0 − βdx1)

dx1 = γ(dx1 − βdx0)

(3)
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La trasformazione si può scrivere anche come

dxµ = Λµνdxν =
∂xµ

∂xν
dxν (4)

dove

Λµν =


γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (5)

Definiamo a questo punto i quadrivettori controvarianti come tutte le quantità che trasformano come il
differenziale sotto trasformazioni di Lorentz:

A
µ

=
∂xµ

∂xν
Aν

Metrica

La metrica in Relatività Ristretta è data dalla matrice

ηµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (6)

L’intervallo infinitesimo tra due eventi diventa allora

ds2 = dxµdxνηµν

Più in generale, dati due quadrivettori Aµ, Bµ, la quantità AµBνηµν è un invariante di Lorentz.
Dato un quadrivettore controvariante Aµ, il corrispondente vettore covariante è definito come

Aν = ηνµA
µ (7)

Un prodotto scalare di scrive allora AµBµ: questo è uno scalare, infatti

AµBµ = AµηµνB
ν

Possiamo anche introdurre tensori controvarianti Aµν che trasformano come

A
µν

=
∂xµ

∂xα
∂xν

∂xβ
Aαβ (8)

I quadrivettori covarianti trasformano invece come

Aµ =
∂xν

∂xµ
Aν (9)

Quadrivelocità

La velocità, sperimentalmente definita come v =
dx

dt
, non risulta essere la componente spaziale di

un quadrivettore, in quanto il dt a denominatore non è più uno scalare, bens̀ı la componente temporale
del quadrivettore posizione. Per ottenere qualcosa che possa essere parte di un quadrivettore dobbiamo
dividere per uno scalare, nella fattispecie l’intervallo infinitesimo ds. Definiamo

u ≡ dx

ds

Questa quantità è effettivamente la parte spaziale di un quadrivettore. L’estensione a quadrivettore
segue naturalmente e si introduce quindi la quadrivelocità (in unità di c = 1):

uµ ≡ dxµ

ds
= γ(1,β) (10)
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γ e β sono le funzioni di v precedentemente definite. Quello che si nota è che uµ non è lineare in v, no-
nostante trasformi come un quadrivettore. Dalla definizione della quadrivelocità segue immediatamente
la definizione di quadri-impulso:

pµ = muµ (11)

Scalari e quadrigradiente

Una funzione delle coordinate ϕ(xµ) si dice scalare se è invariante per trasformazioni di Lorentz, cioè se
ϕ(xµ) = ϕ(xµ(x)). Data una funzione scalare ϕ, si definisce il suo quadrigradiente come

∂ϕ

∂xµ
(12)

Vogliamo capire che tipo di oggetto è il quadrigradiente. Il differenziale della funzione è

dϕ = dxµ
∂ϕ

∂xµ
(13)

ed è uno scalare. Visto che dxµ è un quadrivettore controvariante, allora per rendere il tutto uno scalare,
il quadrigradiente dovrà essere un quadrivettore covariante. Nella pratica si scrive

∂ϕ

∂xµ
≡ ∂µϕ (14)

L’elemento di quadrivolume è dato da dΩ = dx0dx1dx2dx3. dΩ è invariante per trasformazioni di Lorentz
in quanto la matrice Jacobiana della trasformazione ha sempre determinante uguale a 1.
Tempo proprio Consideriamo una particella che si muove con nota legge oraria v(t). Vogliamo sapere
che relazione intercorre tra il tempo impiegato dalla particella per andare da un punto A ad un punto B
misurato nel sistema di riferimento inerziale del laboratorio e in quello solidale alla particella, quest’ultimo
detto tempo proprio. Per far ciò, fissiamo un sistema di riferimento solidale con la particella all’istante t.
Adesso la relazione tra τ (tempo proprio) e t è quella tra due sistemi di riferimento inerziali. Ragioniamo
in termini di infinitesimi: nel laboratorio ds2 = dt2 − dx2, mentre nel sistema di quiete della particella
ds2 = dτ2 in quanto la particella è ferma e appunto dx2 = 0. Allora eguagliando si ottiene

dτ2 = dt2 − dx2 =⇒ dτ = dt
√

1− v2 (15)

Possiamo quindi integrare per avere la relazione tra intervalli finiti:∫ B

A

dτ = τB − τA =

∫ B

A

dt
√

1− v2(t) (16)

Dato che il fattore
√

1− v2 ≤ 1, allora τB − τA ≤ tB − tA.

Approccio variazionale al moto della particella libera in R.R.

Consideriamo una particella libera. Nel sistema di riferimento solidale alla particella, essa è ferma e
la sua linea d’universo A è parallela all’asse t. Qualunque altra linea di universo B avente gli stessi
estremi di A sarà tale che, per quanto detto,∫

A

ds >

∫
B

ds

Quindi il moto della particella corrisponde alla linea di universo che massimizza l’integrale del ds tra
il punto iniziale e quello finale. In analogia con principio variazionale definiamo l’azione, il cui minimo
corrisponde al moto effettivo, come

S = −α
∫ B

A

ds (17)

α > 0. Il segno negativo tiene conto del fatto che il minimo dell’azione corrisponde al massimo di
ds, esattamente come abbiamo detto. La costante α si ottiene considerando il limite non relativistico:
α = m. Quindi

S = −m
∫ B

A

ds = −m
∫ tB

tA

ds

dt
dt (18)
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dove
ds

dt
=
√

1− v2 (19)

è la Lagrangiana del sistema. Per procedere con il principio variazionale, dobbiamo innanzitutto identifi-
care le variabili dinamiche: nel caso della particella libera l’unica è il quadrivettore posizione xµ. Adesso
variamo l’azione rispetto a xµ:

δS = −m
∫ B

A

δ(ds)

Con ds =
√
ηµνdxµdxν , quindi

δ(ds) =
2ηµνdxµδ(dxν)

2
√
ηµνdxµdxν

= ηµν
dxµ

ds
δ(dxν) =

= ηµνu
µδ(dxν) = uνδ(dx

ν) (20)

Allora

δS = −m
∫ B

A

uνδ(dx
ν) = −m

∫ B

A

uνd(δxν) = −muνδxν |BA +m

∫ B

A

duνδx
ν

Gli estremi sono fissi: δxµ(A) = δxν(B) = 0, quindi

δS = m

∫ B

A

duνδx
ν = 0 (21)

Indipendentemente dalla variazione δxν . Ricaviamo quindi le note equazioni:

duν = 0 ⇐⇒ duν
ds

= 0 (22)

Particella carica in campo EM

Sappiamo che le equazioni del moto sono

dEc
dt

= eE · v dp

dt
= eE +

e

c
v ∧B

Aggiungiamo all’azione un termine che tiene conto dell’interazione con i campi esterni:

S = −m
∫ B

A

ds+ Sint

I campi possono essere derivati dai poteziali ϕ,A. Un’ipotesi che facciamo è che i potenziali siano
le componenti di un quadrivettore Aµ = (ϕ,A), detto quadripotenziale. Ragionevolmente, l’azione
deve essere lineare nel quadripotenziale, dipendere dalla carica linearmente e accoppiata alle variabili
dinamiche, quindi si ha

Sint =
e

c

∫ B

A

Aµdxµ (23)

Possiamo richiedere anche l’invarianza di gauge, ossia l’invarianza per trasformazioni del tipo Aµ −→
Amu + ∂µf , con f funzione scalare che non contribuirà al principio variazionale. L’azione completa è
quindi

S = −m
∫ B

A

ds+
e

c

∫ B

A

Aµdxµ

Eseguiamo la variazione (il primo pezzo è noto):

δS =

∫ B

A

duνδx
ν +

e

c

∫ B

A

[Aν(x)δ(dxν) + δ(Aν(x))dxν ] =

=

∫ B

A

duνδx
ν +

e

c

∫ B

A

[Aν(x)d(δxν) + ∂αAν(x)δxαdxν ] =

=

∫ B

A

duνδx
ν − e

c

∫ B

A

[dAνδx
ν − ∂αAνδxαdxν ] =

=

∫ B

A

δxν
[
mduν −

e

c
(∂αAνdxα − ∂νAαdxα)

]
= 0 (24)
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Introducendo il tensore Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ si ottiene infine

mduν =
e

c
Fµνdxα (25)

Oppure
dpν
ds

=
e

c
Fµνu

µ (26)

Il tensore Fµν , svolgendo i calcoli, è dato da

Fµν =


0 Ex Ey Ez
−Ex 0 −Bz By
−Ey Bz 0 −Bx
−Ez −By Bx 0

 (27)

Equazioni per i campi

In questo caso, le variabili dinamiche sono i campi. Scriviamo come sempre l’azione:

SEM =

∫ tB

tA

dΩL(A, x)

In quanto i campi sono una proprietà di tutto lo spazio ad un dato istante. dΩ è uno scalare, quindi anche
L dovrà esserlo. Se inizialmente assumiamo che non vi siano campi esterni, il sistema sarà invariante per
traslazioni e quindi L non dipenderà esplicitamente da xµ. Per rispettare il principio di sovrapposizione ed
avere quindi equazioni lineari, L dovrà essere al più quadratica nelle variabili dinamiche. Inoltre possiamo
ragionevolmente imporre che nelle equazioni del moto non compaiano derivate di ordine superiore al
secondo: questo si traduce nell’imporre che in L non figurino termini con derivate di ordine superiore
al secondo. Infine, possiamo richiedere che le equazioni del moto siano gauge-invarianti: per ottenere
questo risultato, è sufficiente costruire l’azione in modo che sia gauge-invariante. Mettendo insieme tutti
i pezzi, le uniche configurazioni possibili sono date da

aFµνF
µν + bεµνρσFµνFρσ

Per studiare sistemi in qualche modo chiusi, richiediamo che i campi tendano a zero abbastanza rapida-
mente a grandi distanze. Questo, in termini di variazione, si traduce nel richiedere che la variazione dei
campi sia nulla all’infinito. Se dunque aggiungiamo a L un termine della forma ∂µB

µ(A), otteniamo un
termine di flusso che si può riscrivere grazie al teorema di Gauss:∫

dΩ ∂µB
µ(A) =

∫
dSµ B

µ(A) (28)

che è nullo agli estremi di variazione e di conseguenza non influisce le equazioni del moto. Notiamo
quindi che

εµνρσFµνFρσ ≡ 4∂µ(εµνρσAν∂ρAσ) (29)

e dunque può essere eliminato da L, che in conclusione avrà la forma L = aFµνF
µν . L’azione sarà quindi

SEM = −1

4

∫ tB

tA

dΩ FµνF
µν (30)

Prima di eseguire la variazione, notiamo che dalla definizione dei campi B = ∇ ∧A, E = −∇ϕ− ∂tA,
seguono le equazioni di Maxwell omogenee:

∇ ·B = 0

∇ ∧E = −1

c

∂B

∂t
(31)

che in notazione quadridimensionale diventano semplicemente

εµνρσ∂νFρσ = 0 (32)
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Un altro passo che vogliamo fare prima di procedere con il metodo variazionale è di includere l’interazione
dei campi con le sorgenti: in tre dimensioni avevamo la densità di carica ρ e la corrente J = ρv. È
naturale metterle insieme per creare la quadricorrente Jµ ≡ (ρ,J) (è effettivamente un quadrivettore),
che soddisfa l’equazione di continuità ∂µJ

µ = 0. Dobbiamo quindi aggiungere all’azione appena scritta
un termine che tenga conto del contributo delle sorgenti. Visto che il campo E è lineare nella densità
di carica, allora questo termine dipenderà linearmente da Jµ. Per renderlo scalare e dipendente dalle
variabili dinamiche, scriviamo infine

SEM = −1

4

∫ tB

tA

dΩ FµνF
µν +

∫ tB

tA

dΩ JµAµ (33)

Il termine aggiuntivo rende l’azione complessivamente non invariante per trasformazione di gauge; tut-
tavia, sfruttando il fatto che ∂µJ

µ = 0, otteniamo che le equazioni del moto rimangono comunque
gauge-invarianti, quindi possiamo tenerlo cos̀ı.
Eseguiamo quindi la variazione:

δSEM =

∫ tB

tA

dΩ JµδAµ −
1

4

∫ tB

tA

dΩ 2Fµνδ(F
µν) =

=

∫ tB

tA

dΩ JµδAµ −
1

2

∫ tB

tA

dΩFµν(∂µδAν − ∂νδAµ︸ ︷︷ ︸
−2∂νδAµ

) =

=

∫ tB

tA

dΩ JµδAµ +

∫ tB

tA

Fµν∂
νδAµ =

=

∫ tB

tA

dΩ (Jµ − ∂νFµν)δAµ = 0 (34)

da cui segue
∂νFµν = Jµ (35)

Da questa relazione si ricavano le equazioni di Maxwell non omogenee, che legano i campi alle sorgenti.
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Descrizione della materia

La materia ricopre in Relatività Generale lo stesso ruolo della carica elettrica in Relatività Ristretta.
Per descrivere la materia si usa un tensore simmetrico, il tensore energia-impulso Tµν , definito come il
flusso della componente µ del quadri-impulso attraverso l’ipersuperficie xν = costante.

Modello a polvere
Consideriamo ad esempio un modello a polvere della materia, in cui le particelle hanno tutte massa m e
densità numerica n e calcoliamo Tµν nel sistema di riferimento in cui la polvere è ferma. Si ha

T 00 = m · n ≡ ε (densità di energia)

T i0 = 0

T 0i = 0

T ij = 0

in quanto l’impulso totale è nullo (la polvere è ferma). Quindi

Tµν =


ε 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (36)

Adesso vogliamo scrivere il tensore in un sistema di riferimento che vede tutte la particelle muoversi con
velocità v. Visto che Tµν è un tensore, si può ricavare la sua forma generale tramite una trasformazione
di Lorentz a partire dall’espressione appena trovata. Si può anche procedere euristicamente: nota la
velocità, si può costruire la quadrivelocità delle particelle uµ = γ(1,v). Con quest’ultima, unico elemento
che abbiamo in mano, bisogna costruire un tensore simmetrico proporzionale alla densità di energia ε. È
facile vedere che l’unica scelta possibile è

Tµν = εuµuν (37)

Fluido perfetto
Consideriamo in seconda analisi un fluido perfetto, caratterizzato dall’avere viscosità nulla. Esaminiamo
all’interno del fluido un volumetto di materia e fissiamo come sistema di riferimento quello solidale al
volumetto, ossia il sistema in cui

∑
piδ(xi − x) = 0, con la somma estesa a tutte le particelle contenute

nel volumetto. In questo sistema di riferimento, il fluido non registra flussi di energia sulle superfici.
Essendo la viscosità nulla, non vi saranno forze agenti in direzione parallela alle superfici, ma solo in
direzione ortogonale; queste devono bilanciarsi nel complesso, dunque il sistema ammetterà invarianza
sotto rotazioni e di conseguenza il tensore energia-impulso dovrà mantenere la stessa simmetria. La
componente T 00 è di per sé uno scalare per rotazioni, T 00 = ε, densità di energia. Le componenti T 0i

sono le componenti di un vettore: vista l’invarianza per rotazioni, non vi possono essere vettori non
nulli, dunque T 0i = T i0 = 0. T ij è invece un tensore, che può essere scomposto in componenti di spin
2, 1, 0. L’unica ad essere non nulla in quanto invariante per rotazioni è quella di spin 0, proporzionale
all’identità, dunque T ij = Pδij (P qui rappresenta la pressione). In conclusione

Tµν =


ε 0 0 0
0 P 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P

 (38)
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Cerchiamo adesso la forma del tensore nel sistema del laboratorio, in cui il volumetto di materia ha
velocità v e dunque quadrivelocità uµ = γ(1,v). Quello che si trova è

Tµν = (ε+ P )uµuν − Pηµν (39)

Gas perfetto
Come caso particolare del fluido perfetto consideriamo un gas perfetto di N particelle non interagenti.
Il gas avrà densità di particelle n(x) =

∑N
i=1 δ

3(x − xi), con le particelle di ugual massa m. Il tensore
energia-impulso si scriverà come

Tα0(x, t) =

N∑
i=1

pαi (t)δ3(x− xi)

Tαj(x, t) =

N∑
i=1

pαi (t)
dxj

dt
δ3(x− xi)

Oppure in forma compatta

Tµν(xµ) =

N∑
i=1

pµi p
ν
i

p0
i

δ3(x− xi) (40)

Considero un volumetto del gas e fissiamo il sistema di riferimento solidale con esso, in cui
∑N
i=1 p

iδ3(x−
xi) = 0. In questo sistema possiamo scrivere

ε = T 00 =

N∑
i=1

p0
i δ

3(x− xi)

P =
1

3

∑
T ii =

1

3

N∑
i=1

p2
i

p0
i

δ(x− xi) (41)

Nel limite non relativistico p0
i = m+ p2

i /2m e quindi

T 00 = m · n+
3

2
P =⇒ ε = m · n+

3

2
P

Nel limite ultrarelativistico invece p0
i = |pi| e dunque

T 00 = 3P =⇒ ε = 3P

Si può dimostrare che per la pressione il valore ε/3 è un limite superiore. Infatti, calcolando la traccia
del tensore energia-impulso si trova Tµµ = ε − 3P . Questo è uno scalare, quindi è invariante per scelta
di sistema di riferimento. Nel nostro modello allora la traccia vale

Tµµ = ε− 3P =
∑ m2

p0
i

δ3(x− xi) ≥ 0

Quindi P ≤ ε/3. Altre proprietà utili del tensore energia-impulso sono le seguenti: l’integrale spaziale
del tensore da l’impulso totale, cioè ∫

d3x Tα0 = pα (42)

Inoltre per sistemi chiusi ∂µT
µν = 0, cioè l’impulso si conserva.

10



Capitolo 1

Gravità e sistemi non inerziali

1.1 Principio di equivalenza

Il principio di equivalenza nasce dall’osservazione di analogie nelle descrizioni di sistemi immersi in cam-
po gravitazionale e sistemi non inerziali (ossia accelerati). Esso afferma che in un campo gravitazionale
qualsiasi è sempre possibile scegliere un sistema di riferimento (non inerziale) rispetto al quale, dato un
punto, esiste sempre un intorno del punto in cui gli effetti dell’accelerazione dovuti al campo gravitazio-
nale sono nulli. Il formalismo che descrive sistemi non inerziali può essere dunque usato per descrivere il
moto in campo gravitazionale, seppur in maniera locale e non globale.

1.2 Sistemi di riferimento non inerziali

Consideriamo l’intervallo infinitesimo tra due eventi in un sistema di riferimento inerziale, ds2 = c2dt2−
dx2. Vogliamo esprimere ds2 in un sistema di riferimento non inerziale, per esempio in un sistema che
ruota con velocità angolare Ω rispetto al primo. Le coordinate sono legate dalle relazioni

x1 = x1 cos Ωt− x2 sin Ωt

x2 = x2 sin Ωt+ x1 cos Ωt

x3 = x3

t = t

Allora
ds2 =

[
c2 − Ω2(x2

1 + x2
2)
]

dt2 − dx2 + 2Ωx2dx1dt− 2Ωx1dx2dt (1.2.1)

In analogia con la Relatività Ristretta, in cui si scriveva ds2 = ηµνdxµdxν , possiamo scrivere una
relazione simile anche per sistemi di riferimento non inerziali, ds2 = gµνdxµdxν , stavolta però il tensore
metrico gµν è molto più complicato: può non essere diagonale (al più può avere dieci componenti perché
rimane comunque simmetrico) e può dipendere dalle coordinate e dal tempo. Formalmente

gµν ≡ ηαβ
dxα

dxµ
dxβ

dxν
(1.2.2)

L’esempio del sistema ruotante ci suggerisce che nella descrizione di sistemi non inerziali si avrà a che fare
con tensori metrici non diagonali e neppure costanti. Per il principio di equivalenza lo stesso formalismo
può essere usato per descrivere la gravità.
Un modo per distinguere tra una curvatura dovuta al fatto che siamo in un sistema di riferimento non
inerziale è quello di esaminare tutte le possibili trasformazioni di coordinate: se ne esiste una che mi
riporta in un sistema di riferimento inerziale, ossia gµν → ηµν , allora la curvatura è dovuta al sistema
non inerziale; se ciò non è possibile, allora siamo in presenza di campo gravitazionale. Matematicamente
questo si esprime con l’affermazione che in generale non esiste una trasformazione di coordinate per cui,
avendo un gµν in partenza, il tensore metrico diventi ηµν su tutto lo spazio. Quando ciò è possibile,
siamo in un sistema di riferimento non inerziale.
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A livello locale, tuttavia, fissato un punto xµ dello spazio-tempo con tensore metrico gµν(xµ) = Aµν ,
ci chiediamo se esista una trasformazione xµ = f(xµ) tale che gµν(xµ) = ηµν . Visto che le funzioni
componenti di gµν sono costanti una volta fissato un punto, matematicamente è sempre possibile trovare
una siffatta trasformazione di coordinate. Questo è proprio quello che asserisce il principio di equivalenza.
Per un generico punto

gµν = gαβ
∂xα

∂xµ
∂xβ

∂xν

Se localmente esiste una trasformazione tale che gµν = ηµν , allora

− 1 = det ηµν = det gαβ

∣∣∣∣∂x∂x
∣∣∣∣2 (1.2.3)

da cui otteniamo un vincolo importante: g = det gαβ < 0. Quindi, per quanto la metrica possa essere
libera (non diagonale, non costante, etc...), affinché essa descriva un campo gravitazionale nello spazio
tempo il suo deteterminante deve essere negativo.

1.3 Costruzione del formalismo

Assumendo quindi come trasformazioni base qualunque tipo di funzione invertibile e differenziabile,
costruiamo il prototipo di quadrivettore in Relatività Generale. In Relatività Ristretta i due candidati
erano xµ e dxµ, che trasformavano allo stesso modo. In RG questi non trasformano più allo stesso modo:

xµ −→ fµ(x)

dxµ −→ ∂fµ

∂xα
dxα =

∂xµ

∂xα
dxα (1.3.1)

Scegliamo come prototipo dxµ (allora xµ non sarà un quadrivettore) e definiamo i quadrivettori contro-
varianti come tutte le quantità che trasformano come dxµ:

Aµ =
∂xµ

∂xα
A
α

(1.3.2)

I quadrivettori covarianti trasformano invece con la trasformazione inversa:

Aµ =
∂xα

∂xµ
Aα (1.3.3)

Si osserva che i quadrivettori covarianti trasformano come il gradiente di una funzione scalare. Conside-
riamo adesso la trasformazione della quantità AµBµ:

AµBµ =
∂xµ

∂xα
A
α ∂xβ

∂xµ
Bβ = δαβA

α
Bβ = A

α
Bα (1.3.4)

Quindi anche in Relatività Generale la quantità AµBµ è uno scalare. Un quadrivettore covariante può
essere costruito a partire da un quadrivettore controvariante tramite la relazione

Aµ = gµνA
ν (1.3.5)

Si può dimostrare che il tensore δµν è invariante in forma. Sfruttando la proprietà di invarianza, possiamo
scrivere l’intervallo spaziotemporale infinitesimo in due sistemi di coordinate:

ds2 = gµνdxµdxν = gµνdxµdxν

e ricavare quindi la legge di trasformazione per il tensore metrico gµν :

gµν =
∂xµ

∂xα
∂xν

∂xβ
gαβ (1.3.6)

Il tensore metrico con gli indici in alto è semplicemente l’inverso di quello con gli indici in basso:

gµνgνα = δµα (1.3.7)
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A differenza della Relatività Ristretta, in cui la matrice della trasformazione aveva determinante unitario
e quindi l’elemento di volume dx0dx1dx2dx3 era invariante, in Relatività Generale questo non accade
più. Tuttavia, se consideriamo la quantità

√
−gdx0dx1dx2dx3, questo allora sarà invariante (g < 0 è il

determinante del tensore metrico).

Principio di covarianza generale: il principio di covarianza generale afferma l’invarianza in for-
ma di leggi fisiche sotto trasformazioni di coordinate arbitrarie differenziabili.
Consideriamo un punto materiale che si muove. Assegnamo un sistema di coordinate xµ in cui identi-
fichiamo x0 come coordinata temporale. Prendiamo due punti infinitesimamente vicini della traiettoria
del punto; si avrà ds2 = gµνdxµdxν . Quale sarà il segno di ds2? Sappiamo che localmente esiste una
trasformazione per cui gµν = ηµν e in quel sistema di riferimento, adesso inerziale, sarà ds2 > 0. Quindi
anche in Relatività Generale, affinché l’intervallo spaziotemporale descriva effettivamente un moto fisico,
dovrà valere la condizione ds2 ≥ 0 (è zero per i segnali luminosi). Vogliamo quindi sapere quali relazioni
intercorrono tra le misure che vengono fatte e le coordinate che abbiamo fissato. Prendiamo in esame un
oggetto fisico, ad esempio un orologio e un sistema di coordinate xµ e assumiamo che x0 sia in qualche mo-
do associata al tempo e xi allo spazio. Supponiamo di tenere l’orologio su una linea di universo xi = cost.
Che tempo misura l’orologio lungo tale linea di universo? Si ha ds2 = gµνdxµdxν = g00(dx0)2 ≡ dτ2,
dove dτ è in qualche modo l’analogo del tempo proprio in R.R., cioè il tempo misurato dall’orologio. Si
ha dunque

dτ =
√
g00dx0

Quindi, poiché stiamo trattando quantità misurabili sperimentalmente, dτ ∈ R, che implica g00 > 0.
Sappiamo già che una condizione necessaria affinché un sistema di coordinate descriva effettivamente un
sistema fisico è g < 0. In generale, la condizione g00 > 0 non è necessaria: se ho un sistema con g < 0
e g00 < 0, in quel sistema di coordinate sarà impossibile tener fermo l’orologio, ossia mantenerlo su una
linea di universo xi = cost.
L’affermazione che generalizza quanto detto è che dato un sistema di coordinate, è possibile associarvi
un sistema di riferimento in un dato punto se e solo se in quel punto si ha g00 > 0.
Per quanto riguarda lo spazio, prendiamo un sistema di coordinate con le convenzioni precedenti. Voglia-
mo quindi calcolare la distanza tra due punti infinitesimamente vicini nello spazio-tempo, xi e xi + dxi.
La cosa migliore è usare sengali luminos. Assumiamo di poter tenere degli specchi fermi in alcuni punti e
consideriamo i tre eventi (che corrispondono rispettivamente alla partenza del segnale, alla sua riflessione
su uno specchio, e al suo arrivo):

E1 = (x0 + dx0
1, x

i + dxi1)

E2 = (x0, xi)

E3 = (x0 + dx0
2, x

i + dxi2)

Per un orologio fisso in xi + dxi si ha

d` =

√
g00(x0, xi)

2

(
dx0

2 − dx0
1

)
(1.3.8)

dove
√
g00(x0, xi)

(
dx0

2 − dx0
1

)
è il tempo misurato da un orologio con linea di universo xi + dxi = cost.

L’intervallo spazio-temporale tra E2 ed E1 è nullo in quanto riguarda la propagazione di un segnale
luminoso, quindi

ds2 = g00

(
dx0
)2

+ 2g0idx
0dxi + gijdx

idxj = 0 (1.3.9)

che, risolta per dx0 ammette le due soluzioni

dx0 =
1

g00

(
−g0idx

i ±
√

(g0igij − gijg00)dxidxj
)

(1.3.10)

che corrispondono rispettivamente a dx0
2 e dx0

1. Allora

dx0
2 − dx0

1 =
2

g00

√
(g0igij − gijg00)dxidxj (1.3.11)
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e in conclusione, usando la relazione (1.3.8):

d` =

[(
−gij +

g0igij
g00

)
dxidxj

]1/2

(1.3.12)

che rappresenta la lunghezza fisica infinitesima tra due punti in termini del tensore metrico. In forma
più elegante possiamo scrivere

d`2 = γijdx
idxj (1.3.13)

La metrica gµν induce una metrica spaziale

γij ≡ −gij +
g0igij
g00

(1.3.14)

che automaticamente calcola la distanza spaziale tra due punti infinitesimamente vicini.
Se proviamo ad estendere per distanza finite tramite integrale, ∆` =

∫
d`, incontreremo dei problemi

perché la misura potrebbe dipendere dal tempo nel caso in cui la metrica non sia costante.
Un altro problema da risolvere è quello della sincronizzazione degli orologi. Lavoriamo innanzitutto a
livello infinitesimo. Dato un evento (x0, xi) vogliamo trovare l’evento simultaneo che si trova sulla linea
di universo xi + dxi. Questo è dato da(

x0 +
1

2
(dx0

1 + dx0
2), xi + dxi

)
(1.3.15)

Usando la relazione (1.3.10) si ha
dx0

2 + dx0
1

2
= − g0i

g00
dxi

Quindi definiamo l’evento simultaneo a (x0, xi) sulla linea di universo xi+dxi come l’evento di coordinate(
x0 − g0i

g00
dxi, xi + dxi

)
(1.3.16)

Se questa operazione sincronizza gli orologi, allora richiediamo per consistenza che per due eventi simul-
tanei si abbia ds2 = −d`2, cos̀ı come definito da (1.3.12). Per sincronizzare due orologi a distanza finita,
devo calcolare la quantità ∫

− g0i

g00
dxi

Se eseguo l’operazione su una linea chiusa, per consistenza dovrei avere∮
− g0i

g00
dxi = 0

Questo tuttavia su spazi curvi non è matematicamente garantito. Tuttavia, è banalmente vero se g0i = 0.
Matematicamente, è sempre possibile trovare una trasformazione di coordinate per cui g0i = 0. In quel
sistema di coordinate, però, quegli orologi non sono più solidali, quindi non hanno la stessa valenza
dell’altro sistema di coordinate.

1.4 Derivate e differenziali covarianti

Consideriamo un sistema di coordinate x e un quadrivettore Aµ(x). Scegliamo un secondo sistema di
coordinate x(x). Sappiamo che i valori del quadrivettore nei due sistemi sono collegati dalla relazione

Aµ(x) =
∂xα

∂xµ
Aα(x(x))

Ci chiediamo quindi come trasformi il differenziale di Aµ, dAµ = Aµ(x + dx) − Aµ(x). Applicando le
regole di trasformazione troviamo che

dAµ(x) = d

(
∂xα

∂xµ
Aα(x)

)
=
∂xα

∂xµ
dAα(x) + d

(
∂xα

∂xµ

)
Aα(x) (1.4.1)
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che sono diverse dalle regole di trasformazione dei quadrivettori. Concludiamo che il differenziale di
un quadrivettore non è un quadrivettore. Se vogliamo scrivere equazioni che siano covarianti dobbiamo
cercare di scriverle in termini di un oggetto che mantenga la struttura quadrivettoriale.
Consideriamo il piano (x, y): un generico vettore A e il suo differenziale si scrivono, in coordinate
cartesiane, in termini delle componenti.

A = Axx̂ +Ayŷ

dA = dAxx̂ + dAyŷ

Quindi in questo caso il differenziale mantiene la struttura quadrivettoriale. Se però passiamo in
coordinate polari r =

√
x2 + y2, θ = arctan(y/x), si ha, associando in ogni punto i versori r̂, θ̂:

A(x) = Ar r̂ +Aθθ̂, Ar =
∂xi

∂r
Ai, Aθ =

∂xi

∂θ
Ai

e dunque
dA = d(Ar r̂ +Aθθ̂) = dAr r̂ + dAθθ̂ +Ardr̂ +Aθdθ̂ (1.4.2)

Geometricamente, dr̂ = θ̂dθ, dθ̂ = −r̂dθ, quindi si ottiene

dA = (dAr −Aθdθ)r̂ + (dAθ +Ardθ)θ̂ (1.4.3)

e in questo caso la struttura non è mantenuta dall’operazione di differenziazione. Questa differenza è
dovuta al fatto che, nel sistema di coordinate polari, i versori sono diversi da punto a punto (ruotano).
Solamente in coordinate cartesiane questi non cambiano (e infatti la struttura è mantenuta). In termini
di tensore metrico, si ha, in coordinate cartesiane

ηµν =

(
1 0
0 1

)
mentre in coordinate polari:

gµν =
∂xα

∂xµ
∂xβ

∂xν
ηµν =

(
1 0
0 r2

)
(1.4.4)

1.4.1 Trasporto parallelo

In un sistema di coordinate generali, non sempre è possibile confrontare due quadrivettori, perché la
metrica potrebbe cambiare da punto a punto. Consideriamo due punti dello spaziotempo x1 e x2 =
x1 + dx infinitesimamente vicini; vogliamo confrontare i valori di un quadrivettore Aµ in questi due
punti. Per il principio di equivalenza, possiamo sempre trovare, localmente, un sistema inerziale di
coordinate cartesiane x(x). In questo sistema di coordinate, la relazione tra i valori di Aµ tra i due
sistemi di riferimento è

Aµ(x) =
∂xα

∂xµ
Aα(x) (1.4.5)

Adesso, dato che in coordinate cartesiane i versori e quindi le componenti dei quadrivettori non cambiano
da punto a punto, possiamo eseguire un trasporto parallelo del quadrivettore Aµ dal punto x2 al punto
x1:

Aµ(x2 → x1) = Aµ(x2) =
∂xα

∂xµ

∣∣∣∣
x2

Aα(x2) (1.4.6)

Adesso possiamo tornare indietro nel primo sistema di coordinate tramite la trasformazione inversa a
(1.4.5):

Aµ(x2 → x1) =
∂xβ

∂xµ

∣∣∣∣
x1

∂xα

∂xβ

∣∣∣∣
x2

Aα(x2) (1.4.7)

Dato che x1 = x2− dx, possiamo sviluppare in serie intorno a x2 (adesso le derivate sono calcolate tutte
nello stesso punto, quindi non c’è necessità di specificare):

Aµ(x2 → x1) =

[
∂xβ

∂xµ
− dxγ

∂

∂xγ
∂xβ

∂xµ

]
∂xα

∂xβ
Aα(x2)

= δαµAα(x2)− ΓαγµAα(x2)dxγ
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dove Γαγµ è la connessione, definita da

Γαγµ ≡
∂xβ

∂xγ∂xµ
∂xα

∂xβ
(1.4.8)

In definitiva, possiamo scrivere

Aµ(x2 → x1) = Aµ(x2)− ΓαγµAα(x2)dxγ (1.4.9)

Sfruttando la connessione, vale per il tensore metrico la seguente relazione:

∂

∂xλ
gµν = Γ%λµg%ν + Γ%λνg%µ (1.4.10)

Definiamo a questo punto il differenziale covariante di un quadrivettore (covariante) come

DAµ = ATµ (x+ dx→ x)−Aµ(x) (1.4.11)

mentre per quadrivettori controvarianti si ha

DAµ = AµT (x+ dx→ x)−Aµ(x) (1.4.12)

Scriviamo quest’ultima espressione come

DAµ = Aµ(x+ dx)−Aµ(x) +AµT (x+ dx→ x)−Aµ(x+ dx)

= dAµ − δTAµ

in cui
δTAµ = −ΓµνρA

νdxρ

Otteniamo dunque, ricordando che dAµ = dxρ∂ρA
µ

DAµ = dAµ + ΓµνρA
νdxρ = dxρ(∂ρA

µ + ΓµνρA
ν)

Possiamo allora definire la derivata covariante come

DρA
µ = ∂ρA

µ + ΓµνρA
ν vettori controvarianti (1.4.13)

DρAµ = ∂ρAµ − ΓνµρAν vettori covarianti (1.4.14)

cos̀ı che DAµ = DρA
µdxρ (e analogamente per i covarianti). La derivata covariante ha una buona

struttura sotto trasformazioni generalizzate, infatti trasforma come un tensore a due indici. È possibi-
le ricavare l’espressione della derivata covariante per vettori covarianti a partire da quella per vettori
controvarianti: sapendo che δT (AµBµ) = 0 in quanto scalare, per linearità si ottiene la relazione

δT (AµBµ) = δTAµBµ +AµδTBµ = 0

Le regole del differenziale e della derivata covarianti sono simili a quelle della derivazione normale.
Consideriamo adesso uno scalare ϕ. In quanto scalare, nel trasporto parallelo la sua connessione è sempre
nulla, quindi si ottiene

Dϕ = dxρ∂ρϕ =⇒ Dρϕ = ∂ρϕ (1.4.15)

cioè, per uno scalare la derivata covariante coincide con quella normale.
Per un tensore a due indici Cµν , notiamo innanzitutto che può essere scritto come Cµν = AµBν e quindi

DCµν = DAµBν +AµDBν =

= dxρ(∂ρA
µBν + ΓµαρA

αBν +Aµ∂ρB
ν +AµΓναρB

α) =

= dxρ(∂ρC
µν + ΓµαρC

αν + ΓναρC
µα) (1.4.16)

Un altra proprietà interessante che può essere dimostrata è la simmetria della connessione negli indici
bassi. Tecnicamente, segue dalla definizione (1.4.8) in quanto le derivate miste commutano. Diamo
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comunque una dimostrazione più generale: consideriamo il tensore DµAν −DνAµ e lo valutiamo, senza
perdere generalità, per un quadrivettore tale che Aµ = ∂µϕ. Scegliamo adesso un sistema di coordinate
localmente inerziale. In questo sistema, Dµ ≡ ∂µ, allora

DµAν −DνAµ = ∂µ∂νϕ− ∂ν∂µϕ = 0

per commutatività. Ma se il tensore è nullo in un particolare sistema di coordinate, allora sarà nullo in
tutti i sistemi di coordinate, quindi segue

DµAν −DνAµ = ∂µAν − ΓανµAα − ∂νAµ + ΓαµνAα =

= ∂µ∂νϕ− ∂ν∂µϕ+ ΓαµνAα − ΓανµAα =

= (Γαµν − Γανµ)Aα = 0

da cui segue Γαµν = Γανµ.
La relazione tra le connessioni in due sistemi di coordinate è data da

Γµνρ = Γ
α

βγ

∂xµ

∂xα
∂xβ

∂xν
∂xγ

∂xρ
+

∂2xα

∂xν∂xρ
∂xµ

∂xα
(1.4.17)

Adesso scriviamo la derivata covariante del tensore metrico:

Dρgµν = ∂ρgµν − Γαµρgαν − Γανρgαµ = 0 (1.4.18)

In virtù di eq. (1.4.10). Questo fatto ha delle conseguenze:

DρAµ = Dρ(gµαA
α) = DρgµαA

α + gµαDρA
α = gµαDρA

α

Possiamo esprimere la connessione in termini della metrica risolvendo l’equazione (1.4.18), ponendo
Γµ;νρ = gµαΓανρ. Si ottiene

Γµ;νρ =
1

2
(∂ρgµν + ∂νgµρ − ∂µgνρ) (1.4.19)

Quindi nello spazio piatto, dove la connessione è zero, la derivata prima del tensore metrico è nulla.
Tutti questi fatti ci consentono di estendere il principio di equivalenza: dato un punto P nello spazio-
tempo xµ con metrica gµν , esisterà sempre un sistema di coordinate xν(x) localmente inerziale tale che
gαβ(P ) = ηαβ e ∂gαβ(P ) = 0

1.5 Equazione del moto per una particella puntiforme

Consideriamo un sistema di coordinate xµ con metrica gαβ . Vogliamo derivare l’equazione del moto per
una particella puntiforme in un generico spazio curvo. Per far ciò dobbiamo tener conto del principio
di covarianza generale. In Relatività Ristretta l’equazione del moto è data da duα = 0. In termini
covarianti d→ D, quindi l’equazione del moto in Relatività Generale sarà data da

Duα = 0,
dxα

ds
(1.5.1)

ossia
d2xα

ds2
+ Γαµν

dxµ

ds

dxν

ds
= 0 (1.5.2)

Possiamo ricavare l’equazione del moto anche tramite il principio variazionale. Ragionando come in
Relatività Ristretta, assumendo l’invarianza sotto trasformazioni generali, troviamo per l’azione S la
stessa espressione che in Relatività Ristretta:

S = −mc
∫

ds ds = gαβdxαdxβ (1.5.3)

Per eseguire la variazione, notiamo che

δds =
ds

2ds2
δds2 =

ds

2ds2
δ(gαβdxαdxβ) =

ds

2ds2
[δgαβdxαdxβ + 2gαβdxαδdxβ ]
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dove la variazione sul tensore metrico è una variazione indotta. Abbiamo dunque

=
ds

ds2

[
∂ρgαβδx

ρdxαdxβ + 2gαρdx
αdδxρ

]
Di conseguenza

δS = −mc
∫ [

ds
∂ρgαβdxαdxβδxρ

2ds2
+ ds d

(
gαβdxαdxβ

ds2

)
− ds d

(
gαρdx

α

ds2

)
δxρ
]

= 0

Il termine centrale è un termine di ipersuperficie che si annulla una volta integrato. Posti pα = muα,
pα = gαβp

β , otteniamo l’equazione del moto covariante

∂pα
∂s

=
1

2m
∂αgβγp

βpγ (1.5.4)

Nel limite non relativistico (piccole velocità o campi deboli) deve valere l’equazione di Newton ma = ∇ϕ.
Scriviamo quindi la Lagrangiana non relativistica:

LNR =
1

2
mv2 −mϕ = −mc

(
−1

2
v2 + ϕ+ 1

)
≡ −mcL′ (1.5.5)

dove abbiamo aggiunto il termine (ininfluente ai fini dell’equazione del moto) −mc2. Adesso l’azione si
può scrivere in una forma simile a quella relativistica:

SNR = −mc
∫
L′dt ≡ −mc

∫
ds =⇒ ds =

(
1 + ϕ+

1

2
v2

)
dt

Dalla forma del ds cos̀ı trovata si ottiene, nel limite di piccole velocità l’espressione

ds2 = (1 + 2ϕ)dt2 − dr2 (1.5.6)

Infatti per 2ϕ− v2 � 1 si ha, prendendo la radice di (1.5.6):

ds =
√

dt2 + (2ϕ− v2)dt2 =
√

(1 + 2ϕ− v2)dt2 '
(

1 + ϕ− v2

2

)
dt

Quindi, confrontando con l’espressione del ds covariante, troviamo che nel limite non relativistico vale
la relazione

g00 = 1 +
2ϕ

c2
(1.5.7)
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Capitolo 2

Campi stazionari

Un campo stazionario è un campo per cui è possibile trovare un sistema di coordinate xµ tale che
∂0gαβ = 0. Una metrica stazionaria è generata da un solo corpo. Distinguiamo due casi: se questo
sta fermo, la metrica stazionaria è statica, altrimenti è temporale. Le metriche statiche devono essere
invarianti per inversione temporale t→ −t. Ricordando l’espressione del ds2:

ds2 = g00(dx0)2 − g0idx
0dxi − gijdxidxj

Per una metrica statica, allora, al fine di implementare l’invarianza per inversione temporale, dovrà essere
g0i = 0.
Prendiamo due eventi (x0, xi) e (x̂0, x̂i) che assumiamo simultanei, ossia

x0 − x̂0 = − g0i

g00
(xi − x̂i)

e consideriamo una seconda coppia di eventi aventi la componente zero traslata della stessa quantità ∆x0,
cioè (x0+∆x0, xi) e (x̂0+∆x0, x̂i). Nel caso di metrica statica, i due eventi traslati sono automaticamente
simultanei, e lo stesso vale per una metrica stazionaria qualunque. Tuttavia, il tempo trascorso non è lo
stesso per le due coppie, in quanto dt =

√
g00dx e g00 dipende dalla posizione.

2.1 Red Shift Gravitazionale

Consideriamo una sorgente posta in un punto 1 dello spazio-tempo che emette luce con frequenza ω1 e
un osservatore in un punto 2 dello spazio-tempo che misura per la stessa luce una frequenza ω2. In che
relazione sono ω1 e ω2? Calcoliamo innanzitutto il tempo impiegato dalla luce per andare da 1 a 2; per
un evento di genere luce si ha

ds2 = gµνdxµdxν = g00(dx0)2 − 2g0idx
0dxi − gijdxidxj = 0

che, risolta per dx0 restituisce l’espressione

dx0 =
1

g00

[
−g0idx

i ±
√

(g0igij − gijg00)dxidxj
]

= − g0i

g00
dxi ± d`

√
g00

(2.1.1)

Allora il tempo impiegato ∆x0 si calcola integrando questa relazione tra i due eventi. Quello che notiamo,
è che ∆x0 è sicuramente indipendente dalla coordinata temporale x0. Questo implica che la frequenza
ω, espressa in termini della coordinata temporale, è la stessa nei punti 1 e 2, cioè ω1 = ω2. Queste sono
legate alle frequenze fisiche dalla relazione

ω1 =
ω1√
g00(1)

= ω2 =
ω2√
g00(2)

da cui otteniamo l’espressione del red shift gravitazionale relativo:

ω2

ω1
− 1 =

√
g00(2)

g00(1)
− 1 (2.1.2)
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Per campi deboli, g00 = 1 + 2ϕ/c2, con ϕ = −GM/r. Sostituendo e sviluppando al primo ordine si
ottiene

ω2

ω1
− 1 ' ϕ(2)− ϕ(1)

c2
= −GM

c2

(
1

r2
− 1

r1

)
(2.1.3)

2.2 Leggi di conservazione in metriche stazionarie

Partiamo dell’equazione covariante
dpα
ds

=
1

2m
∂αgµνp

µpν

Per metriche stazionarie ∂0gµν = 0 e quindi la quantità p0 è costante lungo la traiettoria della particella.
Cosa rappresenta p0 6= p0? Supponiamo che la metrica sia statica (g0i = 0):

p0 = mg0α
dxα

ds
= mg00

dx0

ds

= mg00
dx0√

g00(dx0)2 − (d`)2

dove, per metrica statica, (d`)2 = γijdx
idxj = −gijdxidxj .

= mg00
dx0

√
g00dx0

[
1− (d`)2

g00(dx0)2

]1/2

= m
√
g00

1√
1− v2

, v ≡ d`
√
g00dx0

Per campi deboli:

p0 = m

√
1 + 2ϕ

1− v2
' m

(
1 + ϕ+

v2

2

)
(2.2.1)

Quindi nel limite non relativistico, p0 corrisponde all’energia meccanica del sistema, che sappiamo si
conserva. Un’importante osservazione è capire in quale sistema viene misurata la velocità v. Questa non
può essere misurata da un osservatore a distanza infinita dal sistema, in quanto per xi → ∞ g00 ∼ 1 e
quindi per quell’osservatore dt = dx0. Non può essere neanche quella misurata da un osservatore solidale
con il moto della particella, in quanto per questi dt = ds. Si ha quindi che la velocità v è quella misurata
da un osservatore non solidale alla particella, ma abbastanza vicino ad essa, cos̀ı che il suo intervallo
di tempo sarà dato da dt =

√
g00(x)dx0, che è esattamente quello che compare nel denominatore nella

definizione di v.
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Capitolo 3

Tensore energia-impulso

3.1 Derivazione formale

Consideriamo una teoria di campo in uno spazio curvo, descritta dall’azione

S =

∫
d4x
√
−gL(φ, ∂µφ, gαβ) (3.1.1)

Supponiamo che la Lagrangiana non dipenda dalle derivate del tensore metrico e che i campi tendano a
zero a grandi distanze, ed eseguiamo la trasformazione infinitesima

xα −→ xα(x) = xα + δaα(x) (3.1.2)

ipotizzando che δαα → 0 anch’esso agli infiniti. Allora l’azione nelle nuove coordinate diventa

S =

∫
d4x

√
−gL(φ(x), ∂µφ, gαβ)

Tenendo conto dell’identità
∂xα

∂xµ
= δαµ +

∂δaα

∂xµ
(3.1.3)

le relazioni tra φ, ∂µφ, gαβ nei due sistemi di coordinate sono date da

φ(x) = φ(x(x) = φ(x− δa) ' φ(x)− δaα∂αφ (3.1.4)

∂µφ(x) ' ∂µφ(x)− δaµ ∂2φ

∂xµ∂xα
(3.1.5)

gαβ(x) = gαβ(x)− δaµ∂µgαβ + gαµ∂µδa
β + gβµ∂µδa

α

= gαβ(x) +Dαδaβ +Dβδaα (3.1.6)

Utilizzando queste relazioni, S si scrive in forma come

S =

∫
d4x G(φ(x) + δφ, ∂µφ(x) + δ∂µφ, g

µν + δgµν) (3.1.7)

e possiamo quindi pensare di eseguire uno sviluppo al primo ordine di G, ottenendo

S =

∫
d4x G(φ(x), ∂µφ(x), gµν) +

∫
d4x

[
∂G

∂φ
δφ+

∂G

∂∂µφ
δ∂µφ+

∂G

∂gµν
δgµν

]
= S + δS

In quanto il primo termine è identico all’azione (3.1.1) (abbiamo solo cambiato i nomi alle variabili).
L’invarianza dell’azione per trasformazioni di coordinate impone tuttavia che S = S, quindi ricaviamo
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la relazione δS = 0. Notiamo adesso che i primi due termini di δS rappresentano la variazione della
Lagrangiana G rispetto a φ e, assumendo le equazioni del moto, questa risulta nulla:

∂G

∂φ
δφ+

∂G

∂∂µφ
δ∂µφ ≡

δG

δφ
= 0 (3.1.8)

Rimaniamo in conclusione con l’equazione∫
d4x

∂(
√
−gL)

∂gµν
δgµν = 0 (3.1.9)

Definiamo quindi il tensore (si vede ad occhio che lo è) simmetrico Tµν come

Tµν =
2√
−g

∂(
√
−gL)

∂gµν
(3.1.10)

dunque
1

2

∫
d4x
√
−gTµνδgµν = 0 (3.1.11)

δgµν è una variazione indotta dalla trasformazione di coordinate, quindi non è indipendente e non pos-
siamo porre semplicemente l’integrando uguale a zero per risolvere l’equazione. La variazione arbitraria
indipendente è δaα, a cui la variazione del tensore metrico è legata dalla relazione (3.1.6). Sostituendo,
si ottiene

1

2

∫
d4x
√
−gTµν(Dµδaν +Dνδaµ) =

I contributi in parentesi sono uguali perché stiamo saturando gli indici con un tensore simmetrico.
Integrando per parti si ottiene

=

∫
d4x
√
−gTµνDµδaν =

∫
d4x [Dµ(Tµνδa

ν)−DµTµνδa
ν ] = 0

Usando l’identità

DµAµ =
1√
−g

∂(
√
−gAµ

∂xµ
(3.1.12)

possiamo riscrivere il primo addendo come∫
d4x Dµ(Tµνδa

ν) =

∫
d4x

∂

∂xµ
[√
−gTµνδaν

]
(3.1.13)

che è un termine di ipersuperficie che si annulla nelle ipotesi che abbiamo fatto. In definitiva, l’equazione
che troviamo è ∫

d4x
√
−gDµTµνδa

ν = 0 (3.1.14)

dove abbiamo isolato la variazione arbitraria indipendente e quindi possiamo porre l’integrando uguale
a zero per ottenere l’equazione

DµT
µν = 0 (3.1.15)

Esempio 1. Consideriamo la teoria di campo scalare descritta dalla Lagrangiana

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2φ2 =

1

2
∂µφ∂νφg

µν − 1

2
m2φ2

Scriviamo il tensore energia-impulso in questo caso usando la definizione (3.1.10):

Tµν =
2L√
−g

∂
√
−g

∂gµν
+ 2

∂L

∂gµν

Il secondo termine è semplicemente uguale a ∂µφ∂νφ, mentre per esplicitare il primo termine usiamo
l’identità

dg = ggµνdgµν = −ggµνdgµν (3.1.16)
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da cui
∂
√
−g

∂gµν
= − 1

2
√
−g

∂g

∂gµν
= −
√
−ggµν

2

e quindi
Tµν = ∂µφ∂νφ− gµνL

Esempio 2. Consideriamo adesso la teoria di campo elettromagnetica, con Lagrangiana

L = −1

4
FµνF

µν = −1

4
FαβFγδg

αγgβδ

In questo caso si ha

Tµν = −FµβFνδgβδ +
1

4
gµνFαβF

αβ

Notiamo che T 00 ∝ E2 + B2 (densità di energia del campo EM). Sappiamo che per il tensore energia-
impulso in questo caso vale DµT

µν ≡ ∂µTµν = 0. Fissando µ = 0 si ha

∂T 00

∂t
+ ∂iT

i0 = 0

che corrisponde al teorema di conservazione di Poyinting.
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Capitolo 4

Equazioni del campo gravitazionale

4.1 Tensore di Riemann

Il tensore di Riemann è un oggetto che ci permette matematicamente di distinguere se siamo in presenza
di campo gravitazionale oppure se siamo semplicemente in un sistema non inerziale. Riprendendo il
concetto di trasporto parallelo, ci chiediamo cosa succeda se eseguiamo il trasporto parallelo di un vettore
su un cammino chiuso. In uno spazio piatto ovviamente il vettore rimane invariato; tuttavia, se siamo
in presenza di gravi questo cambierà. Consideriamo una generica traiettoria nello spazio parametrizzata
dalla distanza trai i punti s, xµ ≡ xµ(s). La tangente alla traiettoria è definita da uµ ≡ dxµ/ds e
l’equazione che determina le geodetiche, ossia le traiettorie più brevi è Duµ = 0, cioè

Duµ = duµ − δTuµ = u(x+ dx)− u(x)− uT (x→ x+ dx) + u(x) = u(x+ dx)− uT (x→ x+ dx) = 0

cioè u(x+dx) = uT (x→ x+dx), cioè la tangente nel punto x+dx è il trasporto parallelo della tangente
nel punto x da x a x + dx. Visto che i prodotti scalari rimangono invariati sotto trasporto parallelo,
per trovare il trasportato di un vettore Aµ(x) lungo una geodetica è sufficiente guardare la tangente,
trasportare questa e mantenere l’angolo tra essi punto per punto.
Ricaviamo quindi il tensore di Riemann per una traiettoria chiusa infinitesima1 A→ B → C → D → A
dove le coordinate dei quattro punti sono

A ≡ (a, b)

B ≡ (a+ δa, b)

C ≡ (a+ δa, b+ δb)

D ≡ (a, b+ δb)

Consideriamo un vettore Eµ e trasportiamolo parallelamente lungo questa curva. Sappiamo che, in
generale δTEµ = −ΓµαβE

αdxβ . Allora

Eµ(A→ B) = Eµ(A)−
∫ (a+δa,b)

(a,b)

Γµα1E
αdx1

Eµ(B → C) = Eµ(B)−
∫ (a+δa,b+δb)

(a+δa,b)

Γµα2E
αdx2

Eµ(C → D) = Eµ(C) +

∫ (a+δa,b+δb)

(a,b+δb)

Γµα1E
αdx1

Eµ(D → A) = Eµ(D) +

∫ (a,b+δb)

(a,b)

Γµα2E
αdx2 (4.1.1)

1Ci limiteremo a considerare, senza perdere generalità, solo due dimensioni
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L’effetto complessivo del trasporto parallelo è dato da Eµ(D → A)− Eµ(A) ≡ ETµ − Eµ:

ETµ − Eµ =

∫ (a,b+δb)

(a,b)

Γµα2E
αdx2 −

∫ (a+δa,b+δb)

(a+δa,b)

Γµα2E
αdx2+

+

∫ (a+δa,b+δb)

(a,b+δb)

Γµα1E
αdx1 −

∫ (a+δa,b)

(a,b)

Γµα1E
αdx1

= −δa
∫ b+δb

b

∂(Γµα2E
α)

∂x1
dx2 + δb

∫ a+δa

a

∂(Γµα1E
α)

∂x2
dx1

= δaδb

[
−∂(Γµα2E

α)

∂x1
+
∂(Γµα1E

α)

∂x2

]
(4.1.2)

Ricordando che, per effetto del trasporto parallelo,

∂Eα

∂xβ
= −ΓαβµE

µ

esplicitando le derivate e sostituendo la relazione precedente si ottiene

∆Eµ = δaδbEα[∂2Γµα1 − ∂1Γµα2 − Γµν2Γνα1 − Γµν1Γνα2]

= dxγdxσEα
[
∂σΓµαγ − ∂γΓµασ − ΓµνσΓναγ − ΓµνγΓνασ

]
≡ dxγdxσEαRµαγσ (4.1.3)

dove
Rµαγσ ≡ ∂σΓµαγ − ∂γΓµασ − ΓµνσΓναγ − ΓµνγΓνασ (4.1.4)

è il tensore di Riemann. Visto che dipende solo dalle connessioni, il tensore di Riemann è nullo in uno
spazio piatto e quindi, avendo struttura tensoriale, sarà anche nullo in qualunque sistema ottenuto da
una trasformazione delle coordinate di uno spazio piatto. Il tensore di Riemann gode delle seguenti
proprietà: definiamo Rαβγδ ≡ gαρRρβγδ. Allora

[Dµ, Dν ]Aρ = RαρµνAα (4.1.5)

Rαβγδ =
1

2
(∂β∂γgαδ + ∂α∂δgβγ − ∂β∂δgαγ − ∂α∂γgβδ) + gµν(ΓµαγΓναδ − ΓµβδΓ

ν
αγ) (4.1.6)

Rαβδγ = −Rαβγδ
Rβαγδ = −Rαβγδ
Rβαδγ = Rαβγδ (4.1.7)

Valgono inoltre le seguenti identità

Rαβγδ +Rαδβγ +Rαγδβ = 0 (4.1.8)

DδR
λ
αβγ +DγR

λ
αδβ +DβR

λ
αγδ = 0 (identità di Bianchi) (4.1.9)

Definiamo quindi altre due quantità: il tensore di Ricci

Rαβ = Rαµβνg
µν (4.1.10)

che è un tensore simmetrico, e la curvatura scalare

R = gαβRαβ (4.1.11)
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4.2 Equazione di Einstein

Adesso abbiamo tutti gli elementi per scrivere l’equazione di Einstein. Partiamo dall’equazione di Newton
per un potenziale gravitazionale φ e una densità di massa ρ:

∇2φ = 4πGρ (4.2.1)

dove G = 6.67×10−11 m3/(s2×kg) è la costante di gravitazione universale. Vogliamo ovviamente scrivere
un’equazione covariante, tenendo presente che la (4.2.1) deve rappresentarne il limite non relativistico.
Avevamo visto che la densità di massa ρ era il limite non relativistico della componente T 00 del tensore
energia-impulso. Allora la prima sostituzione che effettuiamo nella (4.2.1) è ρ → Tµν (non possiamo
limitarci ad una sola componente). Quindi riscriviamo il secondo membro come kGTµν , dove k è una
costante adimensionale da determinare. Al primo membro bisognerà avere dunque un tensore simmetrico
Gµν :

Gµν = kGTµν

Nel limite non relativistico di campo debole, sappiamo che g00 = 1+2φ, da cui ∇2φ =
1

2
∇2g00. Il tensore

Gµν deve essere costruito a partire dalla metrica gµν (e poco altro), deve dipendere al più dalle derivate
seconde della metrica, deve essere simmetrico negli indici; visto che DµT

µν = 0, per consistenza si deve
avere DµG

µν = 0 e G00 ∼ ∇2g00. Un’ultima condizione è che lo spazio-tempo non debba introdurre
costanti dimensionate. Otteniamo quindi come possibile forma di Gµν la seguente

Gµν = aRµν + bRgµν + cΛgµν

essendo a, b, c costanti adimensionali. Nell’ultimo termine compare una costante dimensionata (costante
cosmologica) Λ (energia al quadrato), che in principio dovrebbe essere escluso per quanto abbiamo
richiesto. Per adesso teniamola temporaneamente. Dobbiamo imporre la condizione DµGµν = 0: essendo
Λ costante e Dµgµν = 0, questa condizione fissa una relazione tra i coefficienti a e b. Per scriverla,
partiamo dall’identità di Bianchi che moltiplichiamo successivamente, senza alterarne il valore, per gβδ

e gαγ :

DµRαβγδ +DδRαβµγ +DγRαβδµ = 0

gβδ[DµRαβγδ +DδRαβµγ +DγRαβδµ] = 0

DµRαγ +DδRαδµγ −DγRαµ = 0

gαγ [DµRαγ +DδRαδµγ −DγRαµ] = 0

DµR−DδRδµ −DδRδµ = 0

Dµ

[
Rµν − 1

2
Rgµν

]
= 0

Questa relazione fissa dunque nell’espressione di Gµν b = −a/2, quindi otteniamo

Gµν = a

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
+ cΛgµν (4.2.2)

Si verifica che nel limite non relativistico

Rµν −
1

2
Rgµν −→ ∇2g00

Allora, trascurando2 il termine in Λ, dal confronto con l’equazione di Newton siamo in grado di deter-
minare la costante moltiplicativa, k = 8π. Otteniamo in conclusione l’equazione di Einstein:

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGTµν (4.2.3)

2La costante cosmologica Λ tiene conto della dark energy e diventa rilevante a livello cosmologico, mentre a livello
planetario è trascurabile.

26



4.2.1 Derivazione tramite principio variazionale

Vogliamo derivare le equazioni di Einstein tramite il principio variazionale: scegliamo come variabile
dinamica la metrica e scriviamo l’azione come

S =

∫
d4x
√
−gL(g, ∂g)

In un primo momento non consideriamo la materia. L dovrà essere uno scalare (garantisce la covarianza)
in cui non compaiano derivate di ordine superiore al primo (garantisce che nelle equazioni del moto vi
siano al più derivate seconde). Quindi L deve contenere gµν e le connessioni Γµνρ. Tuttavia, non è possibile
costruire uno scalare con queste quantità. L’unico scalare che abbiamo a disposizione è la curvatura R,
che però contiene le derivate seconde della metrica. La dipendenza tuttavia è lineare e in virtù di questa
linearità si può dimostrare che∫

d4x R
√
−g =

∫
d4x
√
−gG(g, ∂g) +

∫
d4x∂µ(

√
−gωµ) (4.2.4)

L’ultimo termine è un integrale di una quadridivergenza che diventa un termine di superficie che non
contribuisce alla variazione, quindi possiamo eliminarlo subito. Pertanto la variazione dell’azione è data
da

δ

∫
R
√
−gd4x =

∫
d4x δ(gµνRµν

√
−g) =

∫
d4x

[
Rδ(
√
−g) +

√
−gRµνδgµν +

√
−ggµνδRµν

]
Si ha

δ(
√
−g) = − 1

2
√
−g

δg = −1

2

√
−ggµνδgµν

che ci permette di scrivere l’equazione precedente come

δ

∫
R
√
−gd4x =

∫ (
Rµν −

1

2
Rgµν

)
δgµν
√
−gd4x+

∫
gµνδRµν

√
−gd4x = 0

L’ultimo termine non contribuisce; ritroviamo quindi

Rµν −
1

2
Rgµν = 0

Non abbiamo ritrovato la parte destra delle equazioni di Einstein in quanto non abbiamo considerato la
materia. Se lo avessimo fatto, avremmo ottenuto proprio 8πGTµν .

4.3 Pseudotensore energia-impulso

In un sistema chiuso è possibile definire un impulso Pµ. In caso di spazio piatto, da ∂νT
µν = 0 segue

che l’impulso, definito come Pµ =
∫

d3xTµν è conservato. In uno spazio curvo si ha invece

DµT
µν =

1√
−g

∂µ(
√
−gTµν)− 1

2
∂νgµνT

µν = 0

e questa relazione non implica la conservazione di Pµ. Il quadrimpulso di un sistema non può essere la
somma di quadri-impulsi, in quanto questi non sono definiti nello stesso evento.
Se il sistema è chiuso, a grandi distanze dalla materia è possibile scegliere un sistema di coordinate tali
che gµν = ηµν . Scriviamo allora (rischiando di perdere però la covarianza) gµν = ηµν +hµν . Sviluppiamo
il tensore di Ricci in termini di h:

Rµν(g) = Rµν(η) + hµν
∂Rαβ
∂gαβ

+
1

2
h2
µν

∂2Rαβ
∂(gαβ)2

(4.3.1)

Nell’equazione di Einstein, chiamiamo Gµν ≡ Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGTµν e lo scriviamo solo con termini

lineari in h e nelle sue derivate. Il resto lo portiamo a destra e lo chiamiamo Aµν :

G(1)
µν = 8πGTµν + 8πGAµν ≡ 8πGθµν (4.3.2)
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θµν è lo pseudotensore energia-impulso (se in un certo punto è nullo, non è detto che lo sia in ogni sistema
di coordinate, a differenza dei tensori veri). Lo pseudotensore soddisfa l’equazione ∂µθ

µν = 0, che è una
vera e propria conservazione per la quantità

Pµ =

∫
d3x θµν =

∫
dSν θ

µν (4.3.3)

4.4 Metrica di Schwartzschild

Le equazioni di Einstein sono un set di equazioni non lineari che ammettono soluzioni esatte quando il
sistema presenta diverse simmetrie.
Assumiamo un sistema con simmetria sferica: in coordinate sferiche (t, r, θ, ϕ), si ha ds2 = dt2 − dr2 −
r2(dθ2 + sin2 θdϕ2). Su una superficie sferica di ha ds2 = −r2(dθ2 + sin2 θdϕ2). Abbiamo quindi uno
spazio piatto.
In un generico spazio curvo con coordinate sferiche (t, r, θ, ϕ), la metrica descrive un sistema a simmetria
centrale se la sua restrizione a una superficie si può scrivere come ρ(t, r)(dθ2 + sin2 θdϕ2). Dunque

ds2 = gt,t(t, r)dt
2

+ 2gt,r(t, r)dtdr + gr,r(t, r)dr
2 − ρ(t, r)dΩ (4.4.1)

Per un sistema a simmetria centrale, esiste sempre un sistema di coordinate in cui l’intervallo spazio-
temporale assume questa forma. Inoltre, esiste sempre un sistema di coordinate (t, r, θ, ϕ) in cui ρ = r2,
goverlinet,r = 0 (cambiando due variabili possiamo sempre imporre due condizioni). Allora

ds2 = gtt(t, r)dt
2 + grr(t, r)dr

2 − r2dΩ (4.4.2)

Da notare che r non è la distanza dal centro, bens̀ı il raggio di curvatura.
Adesso per risolvere le equazioni di Einstein dobbiamo trovare 10 funzioni di 4 variabili, ma abbiamo
solamente 2 funzioni di 2 variabili. Vanno ancora scritti infatti i tensori di Riemann e di Ricci e la
curvatura.
Nota. Moltiplicando ambo i membri dell’equazione di Einstein per gµν si ha

gµν
(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
= 8πGTµνg

µν = 8πGTµµ

Nel vuoto si ha R − 2R = 0 da cui R = 0 e di conseguenza Rµν . Questo però non implica, in quattro
dimensioni, spazio piatto.

Poniamo gtt(t, r) = eν(t,r) e grr(t, r) = eλ(t,r). Allora

1. R1
0 =⇒ e−λ

λ̇

r
= 0, dove λ̇ ≡ ∂λ

∂t

2. R0
0 −R1

1 = 0 =⇒ −e
−λ(ν′+λ′)

r
= 0, dove λ′ =

∂λ

∂r
.

Dal punto 1 segue che
∂λ

∂t
= 0, quindi λ ≡ λ(r), mentre dal secondo punto si ha λ + ν ≡ f(t).

Cambiando variabili, dt2 = e−(λ+ν)dt
2

quindi

ds2 = e−λdt
2 − eλdr2 − r2dΩ

= A(r)dt
2 −A−1(r)dr2 − r2dΩ

3. R0
0 −

1

2
R = 0 fornisce infine un’equazione differenziale per A:

A′ +
A

r
− 1

r
= 0 =⇒ A(r) = 1 +

C

r
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Tutte le altre componenti sono ridondanti. Otteniamo dunque la metrica di Schwartzschild :

ds2 =

(
1 +

C

r

)
dt2 − 1

1 +
C

r

dr2 − r2dΩ (4.4.3)

In regime di campo debole, g00 = 1+2ϕ/c2, ϕ = −GM/r. La costante C è data da C = −2GM/c2 ≡ −rg,
dove rg è il raggio gravitazionale. M non rappresenta propriamente una massa, ma è una componente
dello pseudotensore energia-impulso.
Notiamo la presenza di una singolarità se r ≤ rg e rg < raggio della stella. Se però collassa e r < rg
si ha un buco nero. r = rg è una singolarità dovuta al sistema di coordinate. A r = 0 c’è una
vera singolarità dello spazio-tempo: infatti tutti gli scalari che si possono costruire sono singolari (i.e.
RαβγδRαβγδ ∼ 1/r6).
Scriviamo gµν = ηµν + hµν e sviluppiamo l’equazione di Einstein in termini della metrica:

R(1)
µν −

1

2
ηµνR

(1)︸ ︷︷ ︸
G

(1)
µν

= 8πGθµν (4.4.4)

Si ha Gµν = ∂ρQ
ρµν , con Qρµν = −Qµρν . Allora

Qρνλ = −1

2

[
∂νhµµη

ρλ − ∂ρhµµηνλ − ∂µhµνηρλ − · · ·
]

Pµ =

∫
d3x θ0µ =

∫
1

8πG
d3x ∂ρQ

ρ0µ =
1

8πG

∫
Qi0µdSi

In quanto ∂ρQ
ρ0µ = ∂iQ

i0µ, i = 1, 2, 3 per antisimmetria. Sulla superficie

P 0 =
1

16πG

∫
r→∞

(∂ihjj − ∂jhii)nir2dΩ (4.4.5)

con ni = xi/r. Se assumiamo simmetria sferica, P i = 0. La metrica di Schwartzschild non permette lo
sviluppo gµν = ηµν + hµν perché all’infinito deve essere gµν = ηµν . In coordinate cartesiane

ds2 =
(

1− rg
r

)
dt2 −

∑
i

(dxi)2 [(1− rg/r)−1 − 1]2

r2
(xidxi)

2 (4.4.6)

che non rappresenta proprio la distanza. In particolare, h00 = −rg/r, hij = −[(1 − rg/r)−1 − 1]ninj ∼
−rg
r
ninj . Inserendo in P 0 si trova P 0 = M, rg = 2P 0.

Scriviamo adesso la metrica spaziale della metrica di Schwartzschild, ossia il γij tale che d`2 = γijdx
idxj .

La metrica spaziale è legata al tensore metrico dalla relazione

γij = −gij +
g0ig0j

g00

d`2 è la distanza tra punti solidali al sistema di riferimento. Sviluppando si ha allora

d`2 =
1

1− rg/r
dr2 − r2dΩ2 (4.4.7)

La distanza tra due punti lungo la direzione radiale (le altre coordinate costanti) è data da∫ r2

r1

√
1

1− rg/r
dr > r2 − r1

che non misura la distanza dal centro, ma tuttavia può essere letta ancora come lunghezza in quanto la
metrica è statica.
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4.5 Moto di un corpo in metrica di Schwartzschild

Consideriamo un’onda piana aµe−ikµx
µ

, con kµk
µ = 0 (luce), kα = dxα/dλ si può definire come un

parametro qualsiasi che parametrizza la traiettoria. Per la luce ds = 0. In R.R. si aveva dkα = 0.
Tramite il principio di covarianza, in R.G. dovrà essere Dkα = 0.
Per oggetti massivi,

dpµ
ds

=
1

2m
∂µgαβp

αpβ

gαβ non dipende né da t né da ϕ, quindi si conservano p0 e pϕ. Scriviamo p0 = Em (E è una costante).
L’oggetto si muove su un piano, fissiamo allora θ = π/2, allora pϕ = −Lm. Quindi

p0 = m
dt

ds
= g0µpµ = g00p0, g00 = (g00)−1 (4.5.1)

A = 1− rg/r, p0 = A−1Em. Mentre

pϕ = m
dϕ

ds
= gϕϕpϕ =

Lm

r2
(4.5.2)

e

pr = grrpr = Apr = Am
dr

ds
(4.5.3)

con pθ = 0. Sostituendo tutto nella relazione pµp
µ = m2 si ottiene(

dr

ds

)2

= E2 − AL2

r2
−A (4.5.4)

Il moto è possibile se E > V (r) = A(L2/r2 + 1).
La metrica di Schwartzschild è descritta da coordinate (t, r, θ, ϕ) che sono associate a osservatori posti a
grandi distanze dalle sorgenti e non si prestano bene a descrivere gli eventi per r < rg. Dobbiamo quindi
scegliere un set di coordinate appropriato.

4.6 Coordinate di Kruskal-Szekeres

Le coordinate di Kruskal-Szekeres sono un set di coordinate (u, v, θ, ϕ) in cui la parte angolare rimane
invariata e (u, v) sono legate alle vecchie (t, r) da

u =

(
r

rg
− 1

)1/2

er/2rg cosh
t

2rg

v =

(
r

rg
− 1

)1/2

er/2rg sinh
t

2rg
(4.6.1)

per r > rg e

u =

(
1− r

rg

)1/2

er/2rg sinh
t

2rg

v =

(
1− r

rg

)1/2

er/2rg cosh
t

2rg
(4.6.2)

per r ≤ rg. Con questo cambio di coordinate

ds2 = 4
r3
g

r
e−r/rg (dv2 − du2)− r2dΩ2 (4.6.3)

abbiamo eliminato la singolarità a r = rg. Considerando i moti radiali (dΩ = 0), il cono luce (ds2 = 0) è
dato da dv = ±du. Quindi in queste coordinate il cono luce si mantiene a 45◦ indipendentemente da r.
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Studiamo adesso il moto di un corpo: le linee di universo nel piano u − v a r = costante sono delle
iperboli con segno dipendente da r ≷ rg, mentre le linee di universo a t = costante sono date da

v

u
= tanh

t

2rg

quindi sono delle rette. Per r < rg, la causalità impone che il corpo si muova verso regioni dove r
diminuisce, quindi il corpo non può più tornare indietro: r = rg rappresenta l’orizzonte degli eventi.

4.7 Buchi neri rotanti

Consideriamo adesso soluzioni delle equazioni di Einstein che tengono conto di un’eventuale rotazione
della sorgente, ossia senza simmetria sferica. La soluzione stazionaria per sorgente rotante nel vuoto
(Rµν = 0) è

ds2 = gαβdxαdxβ , xµ ≡ (t, r, θ, ϕ)

in cui gli elementi non nulli della metrica sono dati da

gtt = 1− rgr

ρ2

grr = −ρ
2

∆

gθθ = −ρ2

gϕϕ = −
(
r2 + a2 +

rgra
2

ρ2
sin2 θ

)
sin2 θ

gϕt =
rgra

ρ2
sin2 θ (4.7.1)

dove

∆ = r2 − rgr + a2

ρ2 = r2 + a2 cos2 θ (4.7.2)

e a è un nuovo parametro. Osserviamo innanzitutto che per a → 0 ritroviamo la metrica di Schwar-
tzschild. Calcoliamo adesso le quantità rilevanti. Dallo pseudotensore ricaviamo il quadri-impulso, la cui
unica componente non nulla è p0 = rg/2. Si può calcolare in questo caso anche il momento angolare, che
è diretto lungo θ = 0: J = p0a, dove a è un vettore diretto lungo θ = 0 e avente modulo a.
Consideriamo adesso un corpo che si muove in direzione radiale proveniente dall’infinito con momento
angolare nullo. Sappiamo che in questa metrica si conservano separatamente p0 e pϕ (la metrica non
dipende esplicitamente dalle due coordinate associate):

pϕ = m
dϕ

ds
= gϕµpµ = gϕϕpϕpϕ + gϕtp0

p0 = m
dt

ds
= gttp0 + gϕtpϕ

All’infinito
pϕ = gϕϕp

ϕ + gtϕp
0 ' gϕϕpϕ (4.7.3)

perché gtϕ ∼ 1/r4 → 0. Allora

dϕ

dt
=
pϕ

p0
=
gtϕ

gtt
=

rgra

ρ2(r2 + a2) + rrga2 sin2 θ
(4.7.4)

quindi il corpo ha acquistato una velocità di rotazione non nulla.
Nel limite rg → 0 ci aspettiamo di trovare spazio piatto, però quello che si trova è uno spazio piatto con
coordinate ellissoidali.
Notiamo che vi sono due regioni particolari: una in cui gtt = 0, che corrisponde a ρ2−rgr = 0, e un’altra
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in cui grr =∞, che corrisponde a ∆ = 0. Vi è inoltre un’ulteriore singolarità propria dello spazio-tempo
ρ = 0 (analoga a quella r = 0 per la metrica di Schwartzschild, infatti per a→ 0 ρ→ r). Consideriamo
le prime due singolarità

ρ2 − rgr = 0 =⇒ r = r0t =
rg
2

+

√(rg
2

)2

− a2 cos2 θ (4.7.5)

∆ = 0 =⇒ r = r0r =
rg
2

+

√(rg
2

)2

− a2 (4.7.6)

La superficie a r = r0t è un ellissoide, mentre quella a r = r0r è una sfera. Le due superfici sono tangenti
ai poli θ = 0, π. Resta da capire quale delle due superfici descrive l’orizzonte degli eventi. L’orizzonte è
fisicamente definito come una superficie in cui i corpi possono entrare ma dalla quale non possono uscire.
Consideriamo una generica ipersuperficie f(xµ) = C. La normale alla superficie è data da

nµ =
∂f

∂xµ

Una ipersuperficie si definisce nulla se nµn
µ = nµg

µνnν = 0. Dato che per definizione di normale,
dxµnµ = 0, su un’ipersuperficie nulla si ha dxµdxµ = 0. Questa rappresenta proprio l’equazione del
cono luce. Quindi, per identificare l’orizzonte è sufficiente che un braccio del cono luce si appoggi
all’ipersuperficie. Matematicamente, quindi, l’orizzonte è un’ipersuperficie nulla.
Allora bisogna verificare quale tra le due ipersuperfici r0t e r0r verifichi la relazione

gµν
∂f

∂xµ
∂f

∂xν
= 0 (4.7.7)

Siano

f(r, θ) = r − r0t = 0

f(r) = r − r0r = 0

le due ipersuperfici candidate. L’unico termine che sopravvive nell’equazione (4.7.7) è quello in grr, dato
da grr = ∆/ρ2. Questo si annulla per ∆ = 0, ossia quando r = r0r. Concludiamo quindi che r = r0r è
l’ipersuperficie che caratterizza l’orizzonte degli eventi per questa metrica.
La zona compresa tra le due superfici prende il nome di ergosfera. In questa zona si ha gtt < 0 e quindi
non è possibile avere una linea di universo a r, θ, ϕ costanti, cioè non è possibile tenere il corpo fermo, in
quanto si arriverrebbe a un ds2 < 0, violando la causalità.
Tuttavia, nell’ergosfera è possibile aumentare o mantenere costante r. Scriviamo allora la metrica come

ds2 =

(
gtt −

g2
tϕ

gϕϕ

)
dt2 + grrdr

2 + gθθdθ
2 + gϕϕ

(
dϕ+

gtϕ
gϕϕ

dt

)2

(4.7.8)

Il coefficiente del dt2 nell’ergosfera è sempre positivo, quindi è possibile scegliere una linea di universo in
cui tutti gli altri termini siano nulli, ossia dr = dθ = 0, a patto di scegliere

dϕ

dt
= − gtϕ

gϕϕ
(4.7.9)

Quindi possiamo avere nell’ergosfera una linea di universo a r, θ costanti, ma il corpo deve ruotare con
velocità angolare ϕ̇ = −gtϕ/gϕϕ.
In conclusione, un’altra quantità utile da calcolare è l’area dell’orizzonte. Per calcolarla, restringiamo la
metrica alla superficie r = r0r e calcoliamo ∫

γij
√
−gdxidxj

Si ottiene quindi
Ah = 4π(r2

0r + a2) (4.7.10)
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Capitolo 5

Radiazione gravitazionale

5.1 Approssimazione lineare

Le equazioni di Einstein, come si è detto, non sono lineari. Tuttavia, supponendo che l’effetto delle onde
gravitazionali sia una perturbazione dello spazio-tempo, possiamo tentare un’approssimazione lineare
scrivendo:

gµν = ηµν + hµν

Vediamo l’ordine di grandezza: assumendo un collasso di un oggetto di massa 100 volte quella solare a
distanza 1022 m, si ha, in unità geometriche

h ∼ rg
r

=
100MS

r
∼ 10−17

Quindi h è estremamente piccolo e questo giustifica l’approssimazione lineare. Si può interpretare la
scrittura ηµν + hµν anche come uno spazio piatto in cui vive un campo gravitazionale a due indici che si
comporta come un tensore rispetto alle trasformazioni di Lorentz.
Partiamo dall’equazione di Einstein

Rµν −
1

2
gµνR = 8πGTµν

Sappiamo che R = −8πGTµµ. Possiamo riscrivere allora l’equazione come

Rµν = 8πGSµν , Sµν = Tµν −
1

2
gµνT

λ
λ (5.1.1)

Sviluppando il tensore di Ricci in potenze di hµν , il primo ordine non banale è proprio quello lineare in
hµν e si scrive come

Rµν '
1

2

[
�hµν − ∂λ∂µhλν − ∂λ∂νhλµ + ∂µ∂νh

λ
λ

]
(5.1.2)

In approssimazione lineare, il tensore energia-impulso verifica ∂µT
µν = 0, oppure, in termini di Sµν :

∂µS
µν − 1

2
∂νSµµ = 0 (5.1.3)

L’equazione allora diventa

�hµν − ∂λ∂µhλν − ∂λ∂νhλµ + ∂µ∂νh
λ
λ = 16πGSµν (5.1.4)

Dobbiamo però fare attenzione: se eseguiamo una trasformazione di coordinate xµ −→ xµ = xµ + εµ(x),
con ε� 1, la Relatività Generale impone che

gµν =
∂xα

∂xµ
∂xβ

∂xν
gαβ ≡ ηµν + hµν

con hµν = hµν − ∂µεν − ∂νεµ. Se ε è piccolo, allora hµν è piccolo come hµν e quindi questi saranno
equivalenti. Concludiamo che la linearizzazione presenta un’invarianza per trasformazioni di gauge

hµν −→ hµν = hµν − ∂µεν − ∂νεµ (5.1.5)

con εµ arbitrario.

33



5.2 Gauge armonica

Possiamo dunque scegliere la gauge più conveniente; in questo si tratta della gauge armonica, che consiste
nello scegliere le coordinate in modo tale che gµνΓλµν = 0. In termini di hµν , la gauge armonica si scrive
come

∂µh
µ
λ −

1

2
∂λh

µ
µ = 0 (5.2.1)

Se questa relazione è soddisfatta, allora tutti i termini del primo membro, tranne il primo, sono nulli.
Rimaniamo quindi con 

�hµν = 16πGSµν

∂µh
µ
λ −

1

2
∂λh

µ
µ = 0

(5.2.2)

la cui soluzione, (in approssimazione di campo debole siamo in grado di distinguere le coordinate spaziali
da quella temporale) è

hµν(t,x) = −4G

∫
d3x′

Sµν(t− |x− x′|,x′)
|x− x′|

+ omogenea (5.2.3)

Dove omogenea si riferisce alle soluzioni dell’equazione
�hµν = 0

∂µh
µ
λ −

1

2
∂λh

µ
µ = 0

(5.2.4)

Prendiamo per questa come set completo di soluzioni le onde piane. Allora la soluzione sarà una
sovrapposizione di onde del tipo

hµν = eµνe
−ikλxλ + h.c. (5.2.5)

dove eµν è l’analogo della polarizzazione per il campo EM. Sostituendo la (5.2.5) nell’equazione d’onda,
si trova che essa è soluzione se e solo se il vettore d’onda soddisfa

kµk
µ = 0 (il gravitone ha massa nulla) (5.2.6)

La polarizzazione eµν è un tensore simmetrico e di base avrebbe 10 componenti. Imponendo la condizione
proveniente dalla gauge, si ha

kµe
µ
ν −

1

2
kνe

µ
µ = 0 (5.2.7)

Queste sono quattro equazioni, quindi il numero di gradi di libertà si riduce da dieci a sei. In addizione,
possiamo osservare che c’è ancora una certa libertà di scelta: fissare la gauge non determina univocamente
hµν , quindi la descrizione è ancora sovrabbondante, in quanto si possono eseguire trasformazioni di gauge
rimanendo ancora all’interno di essa. In particolare, se eseguiamo la trasformazione

hµν → h′µν = hµν − ∂µεν − ∂νεµ

con �εµ = 0, allora h′µν rimane ancora nella gauge armonica. Se scegliamo εµ = iaµe
−ikνxν , si ha

�εµ = 0 e concludiamo che il sistema presenta invarianza per la trasformazione

eµν −→ e′µν = eµν − kµaν − kνaµ (5.2.8)

con aµ arbitrario. Anche queste sono quattro equazioni, pertanto il numero di polarizzazioni indipendenti
si riduce, come al caso dell’elettromagnetismo, a due soltanto. Questo ci consente di scrivere il tensore
eµν in gauge trasversa, ossia nella forma minimale

eµν =


0 0 0 0
0 c d 0
0 d −c 0
0 0 0 0

 (5.2.9)
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con c, d unici parametri liberi. Si scopre inoltre che le due soluzioni indipendenti della polarizzazione
hanno spin ±2.
Consideriamo adesso una massa test in questa soluzione, che si muove con equazione

duα

ds
+ Γαµνu

µuν = 0 (5.2.10)

Supponiamo che uµ|t=0 = (1, 0, 0, 0). Allora l’equazione precedente diventa

duα

ds

∣∣∣∣
t=0

+ Γα00 = 0

e dato che Γα00 = 0 si ha xi = cost.
Sembra apparentemente che non succeda nulla, ma questo è dovuto al fatto che abbiamo scelto delle
coordinate solidali con il moto. Per capire cosa succede realmente consideriamo due particelle a distanza
ε: xi1 = (0, 0, 0) e xi2 = (ε, 0, 0), con ε� λ, lunghezza d’onda dell’onda gravitazionale, inizialmente ferme.
Scriviamo quindi

d`2 = γijdx
idxj = γ11ε

2 =⇒ D ∝ √γ11ε '
√

1− h11ε (5.2.11)

Poiché abbiamo visto che h11 ∼ 10−23, possiamo sviluppare al primo ordine la radice:

D ' ε− 1

2
h11ε = ε− 1

2
e11e

ikz−iωt (5.2.12)

Quindi la distanza fra le masse varia nel tempo ed è proporzionale a e11.

Trasporto di energia

Partendo dall’espressione dello pseudotensore energia-impulso in metrica oscillante, si dimostra che,
all’ordine più basso, la quantità

〈tµν〉 =
kµkν
16πG

(
e∗ρσe

ρσ − 1

2
|eρρ|2

)
(5.2.13)

è un invariante di gauge (i termini oscillanti si mediano a zero su tempi molto maggiori del periodo di
oscillazione).

5.3 Irraggiamento gravitazionale

Riprendiamo la soluzione

hµν(t,x) = 4G

∫
Sµν(t− |x− x′|,x′)

|x− x′|
d3x′ (5.3.1)

Sµν = Tµν −
1

2
gµνT

λ
λ

e cerchiamo soluzioni a frequenza fissata, Tµν(t,x) =
∼
Tµν (ω,x)e−iωt, in approssimazione di zona d’onda:

• r � R

• r � λ =
1

ω

• r � R2ω, da cui |x− x′| ' |x| − x′ · x̂ = r − x′ · x̂
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Allora

hµν = 4G

∫
d3x′

∼
Sµν (ω,x′)e−i(t−|x−x

′|)ω

|x− x′|

=
4G

r

∫
d3x′ e−iω(t−r) ∼

Sµν (ω,x′)e−iωx·x̂

= 4G
e−iω(t−r)

r

∫
d3x′

∼
Sµν (ω,x′)e−iωx

′·x̂

= 4G
e−iω(t−r)

r

≈
Sµν (ω,k) k = ωx̂ (5.3.2)

Questo risultato può essere interpretato come eµνe
−ikµxµ , con eµν variabile (onda piana modulata). La

potenza irraggiata per unità di angolo solido sarà quindi

dP

dΩ
= r2x̂i〈ti0〉 =

Gω2

π

[
≈
Tµν (ω,k)− 1

2

∣∣∣∣≈T λ
λ(ω,k)

∣∣∣∣2
]

(5.3.3)

Notiamo che

Tµν ∝ h2 =

(∫
dω

∼
h (ω,x)eiωt

)(∫
dω′

∼
h (ω′,x)eiω

′t

)
e in teoria dovrebbero figurare anche i termini misti. Se però supponiamo che esista un ωmin e mediamo
su τ = 1/ωmin, i termini misti si mediano a zero.

Possiamo riscrivere la (5.3.3) notando che l’equazione ∂µT
µν = 0 in trasformata diventa kµ

≈
T µν = 0,

per cui i termini T 0ν possono essere espressi in termini dei T ij , ottenendo

dP

dΩ
=
Gω2

π

[
Λijlm(k)

≈
T ∗ij (ω,k)

≈
T lm (ω,k)

]
(5.3.4)

Se ωR � 1, con R dimensione lineare caratteristica della sorgente, allora t = R, ω =
V

Rc
e quindi la

condizione ωR� 1 equivale a
v

c
� 1 (approssimazione non relativistica).

5.4 Approssimazione di quadrupolo

In approssimazione non relativistica, non si ha irraggiamento gravitazionale di dipolo. Pe ricavare la
potenza irraggiata in approssimazione di quadrupolo, usiamo le seguenti relazioni:

1. Per ωR� 1, eik·x ' 1 al primo ordine, quindi

≈
T ij (ω,k) =

∫
d3x eik·x

∼
T ij (ω,x) '

∫
d3x

∼
T ij (ω,x) (5.4.1)

2. ∂i∂j
∼
T (ω,x) = −ω2

∼
T 00 (ω,x), infatti

∂µT
µν = 0 =⇒ ∂i

∼
T
ij = iω

∼
T

0j

∂j∂i
∼
T
ij = iω∂j

∼
T

0j = −ω2
∼
T

00 (5.4.2)

3. Infine ∫
d3x xixj∂a∂b

∼
T
ab(ω,x) = 2

∫
d3x

∼
T
ij(ω,x) ' 2

≈
T ij (ω,k)

= −ω2

∫
d3x xixj

∼
T 00 (ω,x)

Eguagliando otteniamo quindi

2
≈
T ij (ω,k) = −ω2

∫
d3x xixj

∼
T 00 (ω,x) (5.4.3)
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Nel limite non relativistico T00 rappresenta la densità di massa, quindi possiamo scrivere

2
≈
T ij (ω,k) = −ω2

∫
d3x xixj

∼
ρ (ω,x) ≡ Dij(ω) (5.4.4)

dove Dij è il momento di quadrupolo del sistema. Si ottiene per la potenza totale emessa da una sorgente
limitata in approssimazione non relativistica di quadrupolo la seguente espressione:

P =

∫
dP

dΩ
dΩ =

2

5

Gω6

c5

[
D∗ij(ω)Dij(ω)− 1

3
|Dii|2

]
(5.4.5)

Esempio. Consideriamo una stella binaria che ruota con velocità angolare Ω. Siano dati la distribuzione
di massa T 00(x, t) = ρ(x′) e le coordinate del sistema ruotante:

x1 = x′1 cos Ωt− x′2 sin Ωt

x2 = x′1 sin Ωt+ x′2 cos Ωt

Dobbiamo quindi calcolare i quadrupoli

Dij(ω) =

∫
d3x xixj

∼
T

00(ω,x) =

∫
d3x xixj

∫
dt eiωtρ(x′)

e provare a scriverli in termini del momento di inerzia

Iij ≡
∫

d3x xixjρ(x)

Facendo i conti, si ottiene

D11 =
1

4
(I11 − I22)δ(ω − 2Ω)

da cui si evince immediatamente che la frequenza di emissione, in approssimazione di quadrupolo, è
doppia rispetto a quella di rotazione. La potenza sarà invece

P =
36

5

GΩ6

c5
(I11 − I22)2

Per un unico oggetto ruotante, si ha invece

P2Ω =
32

5

GΩ6

c5
m2R4

dove R è il raggio dell’oggetto.
I sistemi binari perdono energia per irraggiamento gravitazionale. Dunque, un’evidenza indiretta delle
onde gravitazionali è data dalla variazione del periodo di rotazione. Proviamo a stimare questa variazione
usando le seguenti relazioni:

1. Ω2R3 = 2Gm (in regime non relativistico, valgono le leggi di Keplero)

2. E = −Gm
2

2R

3.
dE

dt
= −P

Dato che T (periodo) = 2π/Ω, allora |Ṫ | = Ω̇/Ω2, inoltre

E = − Gm

2

(
2
Gm

Ω2

)1/3
∝ Ω2/3

dE

dt
∼ 2

3
Ω−1/3Ω̇

eguagliando quest’ultima relazione a −P , possiamo ricavare Ω̇. Risolvendo infine l’equazione si trova la
relazione (verificata sperimentalmente):

Ṫ ∝ T−5/3
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Capitolo 6

Cosmologia

6.1 Modelli cosmologici

Le osservazioni dell’universo portarono alla formulazione del cosiddetto principio cosmologico, che asse-
risce che l’universo sia isotropo ed omogeneo (almeno su grandi scale di distanza). Questo principio è
ovviamente un’approssimazione, supportata principalmente dalla radiazione cosmica di background (una
sorta di fotografia dell’universo ai primi istanti di vita), che mostra appunto una struttura omogenea ed
isotropa.
Un universo siffatto tuttavia non spiegherebbe la dinamica non banale, come ad esempio la legge di
Hubble, che afferma che gli oggetti si allontanano dalla Terra con una certa velocità. A t fissato, però, in
virtù dell’omogeneità, tutti i punti sono equivalenti e mostrebbero una simile dinamica. Questa velocità
di allontanamento è proporzionale alla distanza.
Un modello cosmologico deve quindi tener conto di:

1. Principio cosmologico

2. Legge di Hubble, v = H`

6.1.1 Modello a curvatura positiva

Come conseguenza del principio cosmologico, è possibile definire un tempo t tale che a t costante il sistema
presenti simmetria per rotazioni e traslazioni. Isolato il tempo, nella metrica non possono figurare termini
misti spazio-temporali in virtù di questa invarianza, per cui

ds2 = dt2 − d`2

con d`2 tale che a t costante rappresenti uno spazio omogeneo ed isotropo. Per costruirlo, supponiamo
che vi sia una quarta dimensione spaziale x4 tale che

d`4
2 =

4∑
i=1

(dxi)2,

4∑
i=1

(xi)2 = R2 (6.1.1)

con R costante. Ciò descrive l’ipersuperficie tridimensionale di un’ipersfera quadridimensionale. Diffe-
renziando il vincolo, otteniamo la relazione

4∑
i=1

xidxi = 0 (6.1.2)

Quindi

x4dx4 = −
3∑
i=1

xidxi, (x4)2 = R2 −
3∑
i=1

(xi)2 (6.1.3)
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Per cui il d`2 si può scrivere come

d`2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 +
(x1dx1 + x2dx2 + x3dx3)2

R2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2
≡ γijdxidxj (6.1.4)

Possiamo adesso calcolare il tensore di Riemann (spaziale) Pijkl in un punto qualunque, visto che sono
tutti equivalenti. Ad esempio nell’origine, dove la metrica si semplifica in

d`2 = δij −
xixj
R2

(6.1.5)

Dal tensore di Riemann, ricaviamo quindi la curvatura scalare:

P =
6

R2
> 0 (6.1.6)

da qui si evince che il modello è a curvatura positiva. In presenza di simmetria sferica, conviene tuttavia
usare coordinate polari (r, θ, ϕ):

d`2 =
dr2

1− r2/R2
+ r2dΩ2 (6.1.7)

Esiste un altro set di coordinate ancora più convenienti: ponendo r = R sinχ, 0 ≤ χ ≤ π e lasciando
invariante le altre coordinate, la metrica diventa

d`2 = R2
[
dχ2 + sin2 χdΩ2

]
(6.1.8)

La coordinata r che figura nella metrica (6.1.7) non rappresenta la distanza dall’origine; infatti questa è
data da ∫ r

0

dr′√
1− (r′/R)2

= R arcsin
r

R
> r

Concludiamo che r non è la distanza dall’origine, ma dall’asse di simmetria. Ci chiediamo adesso se in
questo modello l’universo sia finito o meno: per rispondere, dobbiamo calcolarne il volume come

V =

∫ π

0

dχ

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕ
√
−γ (6.1.9)

dato che
√
−γ = R3 sin2 χ sin θ, otteniamo

V = R3

∫ π

0

sin2 χ dχ

∫ π

0

sin θ dθ

∫ 2π

0

dϕ = 2π2R3 (6.1.10)

Quindi il volume è finito in questo modello.

6.1.2 Modello a curvatura negativa

La metrica in questo modello è data, in coordinate polari, da

d`2 =
dr2

1 + r2/a2
+ r2dΩ2 (6.1.11)

Ancora una volta, siamo in presenza di spazio isotropo ed omogeneo, la cui curvatura scalare è data da

P = − 6

a2
< 0 (6.1.12)

e quindi si tratta di uno spazio a curvatura negativa. Scrivendo r = a sinhχ, χ ∈ [0,∞[, otteniamo una
metrica simile alla (6.1.8):

d`2 = a2[dχ2 + sinh2 χdΩ2] (6.1.13)

Il modello, come si può verificare, ha volume infinito, e la distanza dal centro è data da∫ r

0

dr′√
1 + (r′/a)2

= a arcsinh
r

a
< r
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6.1.3 Modello a curvatura zero

Un modello intermedio tra i due appena visti è il modello a curvatura zero, la cui metrica è data da

d`2 = a2[dχ2 + χ2dΩ2] (6.1.14)

In questo caso la variazione di a da luogo alla dinamica prevista da Hubble. Trattandosi di spazio a
curvatura zero, è uno spazio piatto ed il suo volume è infinito.

Ritornando allo spazio-tempo, abbiamo quindi

ds2 = dt2 − a2

dχ2 +


sin2 χdΩ2 (k = 1)

χ2dΩ2 (k = 0)

sinh2 χdΩ2 (k = −1)

 (6.1.15)

La cinematica è pertanto data da una dipendenza a ≡ a(t). Nell’universo è presente la materia, perciò
la dinamica è fornita dalle equazioni di Einstein.
Approssimiamo inizialmente la distribuzione di materia come un fluido perfetto:

Tαβ = (ε+ p)uαuβ − pgαβ (6.1.16)

L’inserimento della materia, tuttavia, deve essere compatibile con le simmetrie dello spazio che abbiamo
assunto: in particolare, l’inserimento di un vettore romperebbe qualunque simmetria, quindi imponiamo
che uα = (

√
g00,0), affinché uαuβg

αβ = 1. Sappiamo che, in generale, ε ≡ ε(xµ), p ≡ p(xµ), però
anche in questo caso, una dipendenza dalla parte spaziale romperebbe la simmetria. Inoltre possiamo
assumere che la materia abbia una pressione bassa (modello a polvere) trascurabile. Alla luce di queste
considerazioni ed ipotesi, il tensore energia-impulso diventa

Tαβ = ε(t)uαuβ , uα = (
√
g00,0) (6.1.17)

Introduciamo il tempo conforme η definito da dt = adη. Adesso si ha (fissiamo uno spazio chiuso, ossia
curvatura positiva):

ds2 = a2[dη2 − dχ2 + sin2 χdΩ2] (6.1.18)

Con questa metrica, risolviamo le equazioni di Einstein

Rαβ −
1

2
Rgαβ = 8πGTαβ

Delle dieci equazioni, soltanto due sono indipendenti, mentre le altre otto saranno ridondanti. Scegliamo
pertanto

R0
0 −

1

2
R = 8πGT 0

0 =⇒ 3

a4

[
a2 +

d2a

dη2

]
= 8πGε (6.1.19)

DαT
α
0 = 0 =⇒ 1

a4

∂(εa4)

∂η
− 1

2

ε

a2

∂a2

∂η
= 0 (6.1.20)

Le soluzioni di questo sistema sono date da (C,D costanti):

a(η) = a0(1− cos η)

ε(η) = D(η − sin η)

t(η) = a0(η − sin η) (6.1.21)

Nota. Il t che figura nelle metriche viste è un vero e proprio tempo, detto tempo cosmologico, e corri-
sponde al tempo misurato da un osservatore solidale al moto.

Osserviamo che fino per tempo conforme 0 ≤ η ≤ η, a aumenta, cioè l’universo è in espansione (Big
Bang), mentre per π ≤ η ≤ 2π, l’universo collassa (Big Crunch). La singolarità a t = 0, cioè il Big Bang,
non è eliminabile, quindi andando indietro nel tempo si troverà sempre il Big Bang.
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Se adesso risolviamo le equazioni di Einstein, nelle stesse approssimazioni, in uno spazio a curvatura
negativa, ritroviamo sempre che εa3 = costante, e otteniamo come soluzioni

a = a0(cosh η − 1)

t = a0(sinh η − η) (6.1.22)

a in questo caso non è più periodico, ma cresce indefinitamente. In un modello a curvatura negativa,
quindi, l’universo continua ad espandersi.

6.2 Legge di Hubble

Le osservazioni sperimentali dicono che l’universo è in espansione, ma come si può capire se siamo in uno
spazio chiuso oppure in uno aperto?
Nella nostra descrizione dell’universo, abbiamo assunto che la materia sia solidale all’universo, ossia che
abbia coordinate costanti. Nonostante ciò, le distanze tra gli oggetti possono variare nel tempo. Il d`2 è
dato, in generale, da

d`2 = γijdx
idxj = a2

dχ2 +

 sin2 χ
χ2

sinh2 χ

 dΩ2

 (6.2.1)

Consideriamo due punti infinitesimamente vicini, e uno di questi lo poniamo nell’origine (possiamo
sempre farlo in virtù delle simmetrie dell’universo date dal principio cosmologico). Questa scelta fa s̀ı
che, nel calcolo delle distanze, non si debba considerare la parte angolare. Allora la distanza tra i due
punti sarà

d` = adχ (6.2.2)

Nel nostro caso, dχ rimane costante e quindi i punti rimangono gli stessi, ma, essendo a funzione del
tempo, la distanza fra di essi cambia. Per estendere il discorso a distanze finite, possiamo integrale la
relazione infinitesima (6.2.2), ottenendo ` = aχ; questa integrazione deve essere però istantanea (i.e. la
misura fatta allo stesso tempo) e vale per distanze ` piccole rispetto alle scale di lunghezza caratteristiche
dell’universo. Derivando rispetto al tempo cosmologico, otteniamo la velocità di allontanamento:

v =
d`

dt
=

d

dt
(aχ) = χ

da

dt
= χa︸︷︷︸
≡`

1

a

da

dt︸ ︷︷ ︸
≡H

≡ H` (6.2.3)

dove H è la costante di Hubble (costante rispetto allo spazio, ma non nel tempo). L’introduzione di H
ci consente di asserire che l’estensione al finito è valida fintanto che `� H−1. Quindi H−1 rappresenta
la scala di lunghezza caratteristica dell’universo e dipende dal tempo. Alcuni numeri:

H−1 ∼ 14 · 109 anni

cH−1 ∼ 1025 m

Assumendo adesso di aver misurato H, siamo in grado di distinguere fra spazio aperto e chiuso. Infatti,
le soluzioni delle equazioni di Einstein possono essere scritte nella forma

1

a2
=

8πG

3
ε−H2 spazio aperto (6.2.4)

1

a2
= H2 − 8πG

3
ε spazio chiuso (6.2.5)

Dato che 1/a2 > 0, anche il secondo membro, in entrambi i casi, deve essere positivo. Pertanto, dal
confronto tra H e ε riusciamo a capire in che tipo di spazio siamo. In particolare, si definisce una densità
di energia critica

εc ≡
3H2

8πG
' 4 · 10−29 g · cm−3 (6.2.6)
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tale che, se ε > εc abbiamo spazio chiuso, se ε < εc abbiamo spazio aperto, e se ε = εc abbiamo spazio
piatto.
Considerando tutta la materia adronica e la materia oscura presente nell’universo, si ottiene un valore
della densità di energia dell’universo che è circa il 30% del valore critico. Questo suggerisce che ε < εc
e quindi l’universo continuerà ad espandersi indefinitamente. Tuttavia, le evidenze sperimentali suggeri-
scono che ci troviamo in uno spazio piatto. Il 70% mancante è probabilmente dovuto a quella che prende
il nome di energia oscura.

6.3 Red Shift Cosmologico

Vogliamo studiare la propagazione della luce tra due punti a coordinate costanti. Per via dell’isotropia,
possiamo fissare il primo punto nell’origine e quindi, per quanto riguarda lo studio della propagazione
della luce, è sufficiente limitarsi a considerare le coordinate radiali e temporali. In particolare, segue che
la propagazione della luce non dipende dalla curvatura dello spazio (che entrava in gioco nella metrica
nel termine proporzionale a dΩ2.
Sappiamo che l’equazione di un segnale luminoso è data da ds2 = 0, cioè

dη = ±dχ (6.3.1)

Se dal punto di coordinate χ parte un segnale luminoso al tempo (conforme) η0 verso l’origine, esso
arriverà all’origine al tempo η0 + χ, e in generale, integrando la (6.3.1)

η = η0 ± χ (6.3.2)

Supponiamo adesso che l’oggetto in χ emetta luce con frequenza ω0: questa frequenza, se associata al
tempo conforme, rimane costante in quanto tutti i picchi del segnale impiegano lo stesso tempo χ ad
arrivare all’origine. Chiamiamo adesso η0 il tempo conforme al giorno d’oggi e indichiamo con η0 − χ
l’istante di emissione di un fascio luminoso da parte di una sorgente posta a distanza χ dall’origine.
Nonostante in termini di tempo conforme, la frequenza ω0 rimanga costante tra i due punti, nel tempo
cosmologico essa cambia in quanto all’istante di emissione η0 − χ la relazione tra i due tempi è dt =
a(η0 − χ)dη, mentre all’istante di ricezione essa è diventata dt = a(η0)dη. Concludiamo allora che

ωoss

ω0
=
a(η0 − χ)

a(η0)
< 1 (6.3.3)

In quanto, in fase espansiva, η < η′ =⇒ a(η) < a(η′). La radiazione allora risulta sempre spostata
verso il rosso. Consideriamo adesso il rapporto (ω0 − ωoss)/ω0, che possiamo scrivere per quanto detto,
nel limite χ� H−1

0 come

ω0 − ωoss

ω0
= 1− a(η0 − χ)

a(η0)
' 1− 1

a(η0)

[
a(η0)− χ ∂a

∂η

∣∣∣∣
η0

]

= χa(η0)︸ ︷︷ ︸
`

1

a2(η0)

∂a

∂η

∣∣∣∣
η0︸ ︷︷ ︸

H0

(6.3.4)

da cui ritroviamo la legge di Hubble:

z ≡ ω0 − ωoss

ω0
= H0` (6.3.5)

Se manca la condizione χ� H−1
0 , allora bisogna usare la formula esatta:

1 + z =
ωem

ωoss
=
a(toss)

a(tem)
(6.3.6)

Nella fase espansiva, l’universo osservabile è solo una frazione di quello totale, sia nel caso di spazio
aperto che in quello di spazio chiuso, quindi non è possibile distinguere tra i due spazi.
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6.4 Cosmologia moderna

Nella cosmologia moderna, i cardini fondamentali sono:

1. Assunzione del principio cosmologico. La cinematica sarà pertanto data da

ds2 = dt2 − a2(t)

[
dr2

1− κr2
+ r2dΩ2

]
, κ = {−1, 0, 1} (6.4.1)

2. Materia modellizzata da un fluido perfetto. Il tensore energia-impulso sarà quindi

Tµν = (ε(t) + p(t))uµuν − p(t)gµν (6.4.2)

3. Dinamica fornita dalle equazioni di Einstein lievemente modificate:

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGTµν + Λgµν (6.4.3)

dove Λ è la costante cosmologica (vedremo più in avanti che sarà legata alla dark energy)

Maneggiando le equazioni di Einstein, si ricavano delle equazioni note come equazioni di Friedmann-
Lematre:

H2 =
8πG

3
εx +

Λ

3
− κ

a2
(6.4.4)

ä

a
=

Λ

3
− 4πG

3
(εx + 3px) (6.4.5)

ε̇x = −3H(εx + px) (6.4.6)

Il pedice x indica eventuali diversi contributi alla densità di materia e alla pressione (i.e. materia
ultrarelativistica, cioè radiazione, materia fredda, etc...). Abbiamo già visto nel caso di gas perfetto che
la pressione è proporzionale alla densità di energia, possiamo quindi estendere la condizione e scrivere
p(t) = wε(t) con 0 ≤ w ≤ 1/3. Distinguiamo quindi i vari tipi di materia a seconda del valore di w: per
materia fredda w = 0 e per materia ultrarelativistica w = 1/3. Possiamo inoltre interpretare localmente
il termine Λgµν come 

Λ 0 0 0
0 −Λ 0 0
0 0 −Λ 0
0 0 0 −Λ


da confrontare con l’espressione del tensore energia-impulso:

Tµν =


ε 0 0 0
0 wε 0 0
0 0 wε 0
0 0 0 wε


Possiamo pertanto affermare che il termine Λgµν rappresenta in qualche modo una sorta di materia
che ha pressione negativa, i.e. w = −1. Nonostante questa affermazione sia controintuitiva, si evince
la necessità della presenza della costante cosmologica nelle equazioni se riscriviamo l’equazione (6.4.5)
tenendo conto di p = wε:

ä

a
=

Λ

3
− 4πG

3

∑
x

(1 + 3wx)εx (6.4.7)

Se non vi fosse Λ, allora la precedente equazione implicherebbe ä < 0, cioè l’universo è in fase di
decelerazione. Tuttavia, le osservazioni sperimentali ci dicono il contrario, ossia ä > 0, quindi si rende
necessaria la presenza di una correzione alle equazioni standard.
L’equazione (6.4.4) può essere riscritta invece come (il pedice 0 indica che la quantità è calcolata al giorno
d’oggi)

κ

a2
0

= H2
0 (Ωm + Ωr + ΩΛ − 1) (6.4.8)
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dove

Ωm =
ε0,m
ε0,c

Ωr =
ε0,r
ε0,c

ΩΛ =
Λ

3H2
0

ε0,c =
3H2

0

8πG
(6.4.9)

Se una misura dei vari contributi alla densità di massa restituisce dei valori per cui Ωm + Ωr + ΩΛ = 1,
allora dall’equazione (6.4.8) segue necessariamente che κ = 0, ossia lo spazio è piatto.
Identificando la costante cosmologica come un tipo di materia avente pressione negativa, possiamo definire
un tensore energia-impulso associato:

T ν
Λ µ =

Λ

8πG
δνµ (6.4.10)

da questa definizione, si ottiene TΛ,µν =
Λ

8πG
gµν , che appunto può essere interpretato localmente come

il tensore energia-impulso di un tipo di materia avente p = −ε, cioè w = −1. Questo tipo di materia può
essere modellizzato tramite una teoria di campo classica:

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ) (6.4.11)

V (φ) = V0 +
1

2
m2φ2 + µφ4 + · · ·

Il tensore energia-impulso associato è dato da

Tµν =
∂(
√
−gL)

∂gµν
=⇒ T νµ = ∂µ∂

νφ− δνµ
(

1

2
∂λφ∂

λφ− V (φ)

)
(6.4.12)

Se assumiamo che in un certo lasso di tempo a dominare sia il termine costante del potenziale (termine
di vuoto), allora

T νµ ' V0δ
ν
µ

quindi il termine di vuoto V0 gioca il ruolo di costante cosmologica.

6.4.1 Evoluzione dell’universo

Cerchiamo adesso soluzioni approssimate alle equazioni di Friedmann-Lematre. La prima approssimazio-
ne è quella di cercare soluzioni a tempi piccoli rispetto alle scale tipiche di tempo dell’universo. Allora,
dall’equazione

ε̇x = −3H(1 + wx)εx =⇒ εx = a−3(1+wx) (6.4.13)

Quindi abbiamo εx = a−3 per materia fredda (wx = 0) e εx = a−4 per la radiazione (wx = 1/3). Invece,
nell’equazione

H2 =
8πG

3

∑
x

εx −
κ

a2
+

Λ

3

per tempi piccoli a(t)→ 0, e quindi nel secondo termine domina il primo termine. Trascurando gli altri,
e nell’ipotesi w > −1/3, risolvendo l’equazione approssimata

H2 ≡
(
ȧ

a

)2

' 8πG

3
a−3(1+wx) (6.4.14)

si ottiene
a(t) ' t2/(3(1+wx)) (6.4.15)

e

H(t) =
2

3(1 + wx)

1

t
(6.4.16)
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Notiamo che la costante di Hubble diverge andando indietro nel tempo. A tempi piccoli, è lecito aspettarsi
che domini la radiazione, i.e. wx = 1/3, per cui

a(t) = t1/2

H(t) =
1

2t
(6.4.17)

Assumiamo che ad un certo punto domini la costante cosmologica nel secondo membro dell’equazione di
Friedmann-Lematre. Allora si avrà

H =

√
Λ

3

a(t) = et
√

Λ/3 (6.4.18)

Adesso la costante di Hubble è costante anche nel tempo e a(t) aumenta esponenzialmente (paradosso
dell’inflazione).
Consideriamo adesso la prima delle equazioni di Friedmann-Lematre calcolata al giorno d’oggi, riscritta
nella forma (6.4.8). Sappiamo che se Ωm + ΩR + ΩΛ = 1, allora lo spazio è piatto. Mettiamo un po’ di
numeri: in unità naturali,

H−1
0 = 1.3× 1026 m = 14 miliardi di anni (6.4.19)

mentre il valore critico della densità di energia è

εc ≡
3H2

0

8πG
= 5× 10−6 GeV · cm−3 (∼ cinque protoni per metro cubo) (6.4.20)

Per la materia barionica otteniamo, calcolando εm,

Ωm =
εm
εc
' 0.045

La materia barionica osservata (cioè quella che interagisce EM, debole e forte) è molto poca rispetto a
quella che ci si aspetta studiando ad esempio il moto delle galassie. Esiste quindi un tipo di materia che
interagisce solo gravitazionalmente, detta dark matter. Il suo contributo a Ωm è stato quantificato in
uno 0.22, quindi otteniamo

Ωm = 0.045︸ ︷︷ ︸
barionica

+ 0.22︸︷︷︸
dark

(6.4.21)

Per quanto riguarda la radiazione, l’universo può essere considerato come un enorme corpo nero che
emette alla temperatura T = 2.7 K. Da questa temperatura, si può risalire alla densità di energia,
ottenendo

ΩR =
εR
εc
∼ 10−5 � Ωm (6.4.22)

e quindi il suo contributo è trascurabile. Passando al termine cosmologico, il valore della costante
cosmologica si può ricavare dalla misura di ä/a. Al 2012 si ha quindi

ΩΛ =
Λ

3H2
0

= 0.73(3) (6.4.23)

In conclusione, ∑
x

Ωx = 1.006(6) (6.4.24)

cioè κ = 0 con la precisione del per mille.
Questo modello, tuttavia, crea più problemi di quanti ne risolva. Stimiamo, per esempio, la costante
cosmologica assumendo che abbia solo origine gravitazionale: date le costanti fondamentali G, ~, c, l’unica
scala di energia che riusciamo a costruire è la massa di Planck:

MPlanck =

√
~c
G
∼ 1019 GeV (6.4.25)
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Dato che [Λ] = [energia]2, concludiamo che Λ ∼ M2
Planck ∼ 1038 GeV2. Dalle misure di ΩΛ possiamo

invece ricavare un valore osservato della costante cosmologica:

Λoss ∼ 2.2H2
0 ∼ 10−83 GeV2 (6.4.26)

I due valori differiscono per 121 ordini di grandezza. Questa discrepanza induce ad abbandonare l’in-
tepretazione di Λ come costante cosmologica, in favore di quella legata alla dark energy. In tal caso,
dovremo considerare una densità di dark energy data da

εΛ =
Λ

8πG
(6.4.27)

ma anche in questo caso l’errore sarebbe di 80 ordini di grandezza, comunque uno sproposito.
Curiosità. Se assumiamo per la costante cosmologica il valore Λ = M2

Planck, usando il principio di
indeterminazione per stimare l’età dell’universo TU ,

Λ1/2 ∼ ~
TU

sbagliamo di poco (cose a caso).
Possiamo calcolare adesso le dimensioni dell’universo osservabile, cioè lo spazio percorso da un segnale
luminoso partito a ti = 0. L’equazione della luce è dη = ±dχ, da cui χ = η0 − η ≡ ∆η. Sapendo che
dt = a(t)dη e indicando con t0 il tempo odierno, si ha

χ = ∆η =

∫ t0

0

dt

a(t)

da cui

`0 = a(t0)χ = a(t0)

∫ t0

0

dt

a(t)
(6.4.28)

Questa lunghezza prende il nome di orizzonte delle particelle e vale per un generico istante t:

dh(t) = a(t)

∫ t

0

dt′

a(t′)
(6.4.29)

Visto che, per gran parte della sua evoluzione, l’universo è stato dominato da materia fredda, possiamo
stimare a(t) ∼ t2/3, ottenendo

dh(t) = 2H−1(t) (6.4.30)

al tempo t generico, mentre
dh(t0) = 2H−1(t0) = 2× 1026 m (6.4.31)

al tempo odierno.
Età dell’universo.
Stimiamo adesso l’età dell’universo. Partiamo dalla relazione∣∣dH−1

∣∣ =
Ḣ

H2
dt =⇒ dt =

H2

Ḣ
dH−1 (6.4.32)

che integriamo tra gli istanti ti = 0 e tf = t0 (odierno), a cui corrispondono i valori della costante di
Hubble H(t→ 0) =∞ e H(t→ t0) = H0:∫ t0

0

dt =

∫ H−1
0

0

∣∣∣∣H2

Ḣ

∣∣∣∣dH−1 (6.4.33)

Assumendo spazio piatto (κ = 0) e trascurando la costante cosmologica, dalle equazioni di Friedmann-
Lamatre ricaviamo

Ḣ =
ä

a
− ȧ2

a2
= −4πG(1 + wx)εx +

κ

a2
' −4πG(1 + wx)εx

H2 =
8πG

3
εx −

κ

a2
+

Λ

3
' 8πG

3
εx
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da cui ∣∣∣∣H2

Ḣ

∣∣∣∣ =
2

3(1 + wx)
(6.4.34)

e quindi

t0 =

∫ H−1
0

0

2

3(1 + wx)
dH−1 =

2

3(1 + wx)
H−1

0 (6.4.35)

Supponendo (ragionevolmente) che nell’evoluzione dell’universo abbia dominato la materia fredda, po-
niamo wx = 0, ottenendo

t0 '
2

3
H−1

0 ∼ 1010 y (6.4.36)

La stima che abbiamo ottenuto differisce per tre miliardi di anni da quella nota dalle osservazioni. L’errore
che abbiamo commesso risiede nell’aver trascurato la costante cosmologica: avevamo visto infatti che il
peso di ΩΛ era decisamente più grande di quello di Ωm. Proviamo quindi a rifare il calcolo tenendoci Λ.
Definiamo dunque

A(t) ≡ a0

a(t)
, |dA| = dt

ȧ

a2
a0 = dtA(t)H (6.4.37)

Tra gli istanti t = 0 e t = t0, si ha A(t = 0) =∞ e A(t = t0) = 1. Quindi

t0 =

∫ ∞
1

dA

AH(A)

Resta quindi da esprimere H in funzione di A. Nell’ipotesi κ = 0 si ha

H2

H2
0

=
8πG

3H2
0

εm(t) +
Λ

3H2
0

=
εm(t)

εc
+ ΩΛ

Dalla relazione DµT
µ0 = 0 segue che εm(t)a3(t) = costante, quindi εm(t) =

εm(t0)a3
0

a3
, per cui

H2

H2
0

= Ω0
mA

3 + ΩΛ (6.4.38)

e di conseguenza

t0 = H−1
0

∫ ∞
1

dA

A(Ω0
mA

3 + ΩΛ)1/2
' 0.96H−1

0 ∼ 1.4× 1010 y (6.4.39)

che è una stima molto più accurata rispetto alla precedente.

6.4.2 Moto di oggetti non solidali

Finora, ci siamo limitati a studiare il moto di oggetti che erano solidali al sistema di riferimento che
avevamo fissato. Consideriamo adesso un oggetto che ha una velocità iniziale v rispetto al nostro sistema.
Con un cambio di coordinate, possiamo far s̀ı che la velocità abbia solo componente radiale. In questo
sistema, il moto dell’oggetto sarà quindi sempre radiale in virtù dell’isotropia, e dunque avremo bisogno
di due sole coordinate per descriverlo. Siano esse t, χ. La metrica è data da

ds2 = dt2 − a2(t)dχ2 gµν =

(
1 0
0 a2

)
(6.4.40)

Notiamo che la metrica non dipende esplicitamente dalla coordinate χ, quindi la quantità p1 è conservata,
cioè

p2 = g1µp
µ = a2p1 = ma2 dχ

ds

= ma
d`

dt

√
1−

(
d`

dt

)2

= ma
v√

1− v2
= cost (6.4.41)

dove v ≡ d`/dt. Nel limite di basse velocità v � 1, si ha v ∼ 1/a, quindi l’oggetto ad un certo istante si
fermerà e diventerà solidale con il sistema.
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6.4.3 Effetti della costante cosmologica

Nel limite non relativistico, l’equazione di Einstein deve diventare quella di Netwon, e questo imporreb-
be Λ = 0. Il valore di Λ però non è nullo, quindi è lecito chiedersi quale effetto abbia il valore di Λ
nella descrizione del moto dei pianeti. Visto che l’equazione di Newton funziona bene in questo caso, ci
aspettiamo che le correzioni dovute a Λ siano trascurabili.
Estraiamo quindi dalle equazioni di Friedmann-Lematre qualcosa che rassomigli ad una forza: trascu-
rando il sistema si ha, dalla seconda equazione,

ä

a
=

Λ

3
(6.4.42)

Le distanze sono date da ` = aχ, con χ costante. L’accelerazione è dunque data da

῭= äχ =
Λ

3
aχ = `

Λ

3
(6.4.43)

e la forza sarà

m῭= m`
Λ

3
(6.4.44)

Correggiamo quindi l’equazione di Newton inserendo quest’ultimo termine,

mr̈ = −GMm

r2
r̂ +

1

3
mΛrr̂ (6.4.45)

Siccome la correzione non è mai stata osservata, questa deve essere trascurabile rispetto al primo termine.
Ricaviamo allora che deve essere

|Λ| � 3GM

r3c2
(6.4.46)

Se prendiamo come M = MS e come r la distanza Sole-Plutone (fino a Plutone la gravitazione newtoniana
funziona), otteniamo

|Λ| � 3GMS

r3
Plutc

2
≈ 10−31 cm−2

in accordo con il valore cosmologico di ∼ 10−56 cm−2.

6.4.4 Condizioni iniziali dell’universo e meccanismo dell’inflazione

Adesso cerchiamo di capire se le condizioni di omogeneità e di piattezza dell’universo emergano in modo
naturale dal sistema. Dopo 300’000 anni dal Big Bang, l’universo era una specie di brodo primordiale
termalizzato ad una certa temperature T di corpo nero, in cui la materia e la radiazione interagiscono
per mantenere l’equilibrio. Una volta scesa la temperatura, gli elettroni iniziano a formare gli atomi e i
fotoni, non essendo più scatterati, partono liberi dando vita alla radiazione cosmica di background. La
radiazione cosmica di background fornisce un’istantanea dell’universo a 300’000 anni di vita, e mostra
una radiazione isotropa di corpo nero a T = 2.73 K. Esiste un’anisotropia di dipolo dovuta al fatto che gli
osservatori terrestri non sono solidali con la radiazione ma, rimossa questa, la radiazione è praticamente
isotropa. La radiazione cosmica di background proviene da tutte le direzioni dell’universo: vogliamo
quindi capire se le zone dell’universo da cui proviene siano mai state in correlazione causale in modo da
aver termalizzato la radiazione. Per far questo, confrontiamo i valori dell’orizzonte delle particelle ai vari
istanti significativi: al tempo del disaccoppiamento td = 300000 y, approssimando a(t) con t2/3 (materia
fredda dominante), si ha

dh(td) = a(td)

∫ td

0

dt

a(t)
' 2H−1(td) = 3td (6.4.47)

Ad oggi, le distanze si sono espanse di un fattore a(t0)/a(td), la parte dell’universo che dovrebbe essere
omogenea al giorno d’oggi è data allora da

3
a(t0)

a(td)
dh(td) (6.4.48)

48



Dobbiamo perciò confrontare questo valore con l’orizzonte dell’universo al giorno d’oggi, dh(t0) = 3t0:

dh(t0)

3dh(td)
a(t0)

a(td)

'
(
t0
td

)1/3

∼ 30 (6.4.49)

Questo ci dice che le zone dell’universo da cui proviene la radiazione cosmica di background non potevano
essere in correlazione causale quando la radiazione è partita. Allora come sono state termalizzate?

Per quanto riguarda la piattezza dell’universo, sappiamo che, dalla prima equazione di Friedmann-
Lematre,

κ

a2H2
= Ωm + ΩR + ΩΛ − 1

Sia Ω(t) = Ωm(t) + ΩR(t) + ΩΛ, allora

Ω(t)− 1 =
κ

a2H2
=

κ

a2
0H

2
0

a2
0H

2
0

a2H2
= [Ω(t0)− 1]

a2
0H

2
0

a2H2
(6.4.50)

Confrontiamo il valore di Ω(t0)− 1 con quello passato. Esplicitiamo (H/H0)2 (sia A = a0/a):

H2

H2
0

=
8πG

3H2
0

(
εm(t0)

a3
0

a3
+ εR(t0)

a4
0

a4

)
− κ

a2
0H

2
0

a2
0

a2
+

Λ

3H2
0

= Ωm(t0)A3 + ΩR(t0)A4 − (Ω(t0)− 1)A2 + ΩΛ(t0) (6.4.51)

Sostituendo nell’eq. (6.4.50) si ha

Ω(t)− 1 =
Ω(t0)− 1

Ωm(t0)A+ ΩR(t0)A2 − (Ω(t0)− 1) + ΩΛ(t0)A−2
(6.4.52)

Se al giorno d’oggi Ω(t0) ∼ 1, andando indietro nel tempo (notando che A(t → 0) → ∞) si verifica
che Ω(t) � 1. Questo fa emergere la non naturalità della piattezza dello spazio, infatti da uno spazio
superpiatto a t ' 0, l’universo è evoluto verso una curvatura sempre più meno nulla.
Questi due problemi che abbiamo riscontrato vengono spiegati da ciò che prende il nome di meccanismo
dell’inflazione: si suppone che in un certo periodo di tempo abbia dominato un termine costante V0

nell’espansione dell’universo. Questo ha portato ad un’espansione esponenziale a(t) ∼ eHt. Se questo V0

ha dominato da 10−34 s a 10−32 s, allora le distanze sarebbero aumentate di un fatture 1044. In questo
caso, l’universo osservabile oggi alla fine dell’inflazione aveva una grandezza dell’ordine di 30 cm e prima
dell’inflazione avrebbe avuto una dimensione di 10−46 m. In queste condizioni, è ragionevole pensare che
fosse omogeneo ed in contatto causale.
Per la curvatura, se all’inizio l’universo aveva una curvatura non nulla, dopo l’espansione questa viene
ridotta di un fattore 1088 (proveniente dal denominatore di Ω(t) − 1 = κ/(a2H2)) che sicuramente ha
ammazzato la curvatura.

6.4.5 Termodinamica dell’universo

Andando a ritroso nel tempo, le dimensioni dell’universo osservabile si riducono: aumenta la densità
di materia e consequenzialmente aumentano le scale di energia e temperatura. Supponiamo che ad un
certo punto vi sia equilibrio termico: in questa situazione, trattando la materia come un gas debolmente
interagente, possiamo scrivere le densità di particelle n, di energia ε e la pressione P rispettivamente

49



come

n = g

∫
d3p

(2π)3
f(p) (6.4.53)

ε = g

∫
d3p

(2π)3
Ef(p) (6.4.54)

P = g

∫
d3p

(2π)3

p2

3E
f(p) (6.4.55)

f(p) =
1

e(E−µ)/kT ) ± 1

E =
√

p2 +m2

dove g indica la degenerazione di spin e µ è il potenziale chimico. Se adesso prendiamo il limite
ultrarelativistico T � m,µ, ritroviamo le leggi di Stefan-Boltzmann:

εb =
π2

30
gT 4 bosoni

εf =
7

8

π2

30
gT 4 fermioni

con p = ε/3 in entrambi i casi. Nel limite opposto, T � m,µ, invece ε = m ·n, con n ∝ exp[−(m−µ)/T ],
cioè la densità di particelle è soppressa esponenzialmente. Quindi concludiamo che nel calcolo delle varie
quantità termodinamiche, il contributo rilevante è dato dalle particelle ultrarelativistiche.
La condizione necessaria affinché vi sia equilibrio termico è che le particelle interagiscano sufficientemente
rapidamente. Se definiamo un rate di interazione (numero di eventi per unità di tempo) Γint = n〈σv〉,
dove σ è la sezione d’urto, allora questa quantità deve essere molto maggiore delle scale di tempi dell’u-
niverso per avere una situazione di quasi equilibrio, quindi Γ∫ � H.
Assumendo di essere in questa condizione, possiamo scrivere la termodinamica. Considerando un volume
V = a3, si ha

TdS = d(εV ) + pdV (6.4.56)

dp =
ε+ p

T
dT (6.4.57)

L’evoluzione di questo universo è data dalla conservazione del tensore energia-impulso, DµT
µν = 0, che

implica l’equazione ε̇ = −3H(ε+ p). Mettendo insieme in vari pezzi, il risultato è che l’entropia, data da

S = a3 ε+ p

T
(6.4.58)

è conservata, dS = 0. All’equilibrio, perciò, l’espansione dell’universo è isoentropica, e la densità di entro-
pia decresce come s = (ε+ p)/T ∼ a−3. Calcolando il contributo di tutte le particelle ultrarelativistiche
si ottiene

s =
2π2

45
gTT

3 ∼ a−3 (6.4.59)

dove il fattore gT è la somma su tutte le particelle ultrarelativistiche nel caso bosonico, oppure 7/8
della somma su tutte le particelle ultrarelativistiche nel caso fermionico e dipende debolmente dalla

temperatura. Ricaviamo in conclusione che T ∼ g
−1/3
T a−1. Nel periodo dominato dalla radiazione

a ∼ t1/2 e di conseguenza T ∼ t−1/2.
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