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Notazioni

I : lunghezza

S : superficie

V @ volume

Q : angolo solido
f : angolo azimutale
© : angolo

: densita volumica (dipendente dal contesto)
: densita superficiale (dipendente dal contesto)
A : densita lineare (dipendente dal contesto)

SERN

Z : lagrangiana

¢ : hamiltoniana

L : densita di lagrangiana

q : coordinata canonica di posizione
P : momento canonico coniugato

r,(r,0,¢) : vettore posizione e coordinate di posizione sferiche

X, (z,y,z) : vettore posizione e coordinate di posizione cartesiane
r,(r,0,z) : vettore posizione e coordinate di posizione cilindriche
: velocita

: velocita angolare / pulsazione

: accelerazione

. accelerazione angolare

: raggio
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tempo

: massa

: enegia

: densita di energia

: potenza

: energia potenziale

: enegia cinetica

: lavoro

: quantita di moto (0o momento canonico)
: forza

: momento angolare

: momento della forza
. pressione

: vorticita

SV=mI T

: carica elettrica
corrente elettrica
: densita di corrente
. potenziale elettrico
. potenziale vettore
: campo elettrico
: campo di induzione magnetica
: campo di spostamento elettrico
: campo magnetico
: vettore di Poynting
: vettore d’onda
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: lunghezza d’onda

. frequenza
: conducibilita elettrica
: resistivita elettrica

: resistenza elettrica

: capacita elettrica

: autoinduttanza
: mutua induttanza
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: temperatura

: entropia

: funzione di partizione

: capacita termica

. calore specifico volumico

: calore specifico molare

: energia interna

. entalpia

: energia libera di Gibbs

. energia libera di Helmholtz
: beta termodinamica
: rendimento
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(leV = 1.602 - 1071.])

h=6.62-1073*J - s : costante di Plack

h = % = 1.05410734 J - s: costante di Plank ridotta
c=2.99-10%m/s : velocita della luce

G =6,67-10"1 k’;; . costante di gravitazione universale
g0 = 8.85- 10712 N - m?2/C? : costante dielettrica del vuoto
po =1.25-107° ;Q:Zgg : permeabilita magnetica del vuoto
g = 9.80m/s? : accelerazione di gravita (sulla superficie della Terra)
kp = 1.38 10723 J/K : costante di Boltzmann
e=—1.602-10719C : carica dell’elettrone

me = 9.10 - 10731 kg : massa dell’elettrone (0.511 MeV/c?)
my, = 1.67 - 10727 kg : massa del protone (938.27 MeV /c?)

a= ﬁihe =730-10"3 ~ ﬁ : costante di struttra fine




1 Criticita della Meccanica Classica

DIFFRAZIONE E INTERFERENZA:
(Esperimento di Tonomura) Fascio di elettroni fatto passare attraverso reticolo di diffrazione genera figura
di diffrazione, bassa intensita ed alta velocitd = elettroni isolati = singolo elettrone presenta fenomeni
ondulatori (proprieta /textitduali della particella)

DE BROGLIE:
A = h/|p| lunghezza d’onda associata ad una particella con impulso p
|p| = h/A impulso associato alla particella rappresentante ’onda con lunghezza d’onda A

STABILITA DELL’ATOMO:
. 2 2
Modello planetario dell’atomo = # = 2— — L con m ~m, = a # 0Vt = Pirraggiata 7 0
= ¢~ collassa sul nucleo in 10719 secondi

IDENTITA DEGLI ATOMI:
Modello planetario dell’atomo = Ratomo dipende da condizioni iniziali (processo di formazione) = ogni
atomo ha un raggio diverso
Impossibile costruire una grandezza costante delle dimensioni di una lunghezza che rappresenti Ratomo con
le grandezze e le costanti in gioco (m, ) = introdotta h | [h] = [rp] = costruito Raggio di Bohr: Ry =

h
me2

EFFETTO TUNNEL
Elettrone (o altra particella) risulta in grado di superare barriere di potenziali | Uparriera > Feo-
Segnale (onda) risulta in grado di attraversare, e non solo aggirare, barriere schermanti

TEORIA DEL CALORE SPECIFICO:

CALORE SPECIFICO: C = g—g

PROBABILITA: p; = %e*ﬁHi che il sistema si trovi nel microstato ¢

FUNZIONE DI PARTIZIONE: Z = 5w [ap € "X dpdg

EQUIPARTIZIONE DELL'ENERGIA: U = n%KbT con n = numero gradi di liberta quadratici in p o ¢
CALORE SPECIFICO GAS MONOATOMICI: C = %kbN = %R

CALORE SPECIFICO GAS BIATOMICI: C = %kbN = %R

CALORE SPECIFICO SOLIDI (LEGGE DI DULONG-PETIT) : C' = 3k,N = 3R

Tali risultati risultano sperimentalmente validi solo ad alte temperature, mentre a basse temperature
C — 0, come se alcuni gradi di liberta si "cogelassero"

RADIAZIONE DI CORPO NERO:

CorpPO NERO:
Corpo che assorbe tutta la radiazione incidente, V frequenza (Potere Assorbente= 1) e la reirraggia
completamente (emissivita ¢ = 1), riflessione e trasmissione nulla.

ENERGIA TOTALE IRRAGGIATA:

SPERIMENTALE (LEGGE DI STEFAN BOLTZMANN)
I = oT* con o =costante di Stefan Boltzmann

DA EQUIPARTIZIONE
U=nKT =00 C = oo datigliinfiniti gradi di liberta (frequenze sulle due polarizzazioni) di
un onda elettromagnetica, # frequenza massima.
DENSITA DI ENERGIA IRRAGGIATA SULLO SPETTRO DELLE FREQUENZE:
FORMULA DI REYLEIGH JEANS: u(v)dv = STFC#V2CZV (valida a basse frequenze)
LEGGE DI SCALING: u(v)dv = 3% F (% )v2dv

—hy
FORMULA DI WIEN: F(z) = kyBe % = u(v)dv = Sz#eKbT v2dv (valida ad alte frequenze)



LEGGE DI PLANCK:

u(v)dv = S—Z}fiyuzdu (valida Vv, usato il Quanto di Energia: E = hv = pc) (1)
C” kT
ehT —1

EFFETTO FOTOELETTRICO
Sperimentalmente, un metallo investito da radiazione (raggi x) emette e :

Osservazioni sperimentali:
ENERGIA e~ : dipendente da v incidente, indipentente da intensita
INTENSITA CORRENTE (NUMERO e~ ): dipendente da intensita della luce incidente
TEMPISTICA: e~ emessi immediatamente dopo illuminazione
Nuove ipotesi:
ENERGIA: E, = hv — A (A dipende dalla sostanza) = luce ¢ flusso di fotoni
INTENSITA: e~ assorbe un 7 alla volta=- singolo 7 deve avere E(v) sufficiente per eccitarlo

SPETTRI ATOMICI
Sperimentalmente gli spettri atomici risultano discreti, presentano linee che caratterizzano 1’elemento

BALMER: formula empirica A = n;"‘—il)\g A =3645.6 neN
RYDBERG: formula empirica v(ng,n1) = Ta(n2) — T1(n1) serie spettrale (fissando un n)

RICOMBINAZIONE DI RALEYIGH-RITZ: formula empiricav(ns,ni) = v(ng, n2) + v(n2, n1)

METALLI ALCALINI £ = § = (mfa)Q — (mfb)Q con R =costante di Rydberg

AToMoO DI BOHR

Ipotesi di quantizzazione:
QUANTIZZAZIONE ENERGIA: F,- quantizzata
STATI STAZIONARI: 3 E; livelli energetici stazionari: se e~ in tali stati ’atomo non emette luce
SALTI QUANTICI: atomo emette o assorbe un fotone 7 | E, = hv = E, — Ep, con E; livelli energetici
ELETTRONE CLASSICO: se e~ in stato stazionario = comportamento classico
PRINCIPIO DI CORRISPONDENZA: se n > 1 = risultati classici o~ risultati quantistici
Giustificazione quantistica:
QUANTIZZAZIONE ENERGIA: da H coulombiana
STATI STAZIONARI: da probabilita di emissione v, con Pemissione(|0)) = 0
SALTI QUANTICI: da interazione con campo elettromagnetico
Risultati:

(validi su Idrogeno, combinando ipotesi classiche e quantistiche)

ENERGIA LIVELLI: E, = B¢

4

2
COSTANTE DI RYDBERG: R = %
h2

me2

RAcGIO DI BOHR: Rp =
QUANTIZZAZIONE DI BOHR - SOMMERFELD:
QUANTIZZAZIONE: ¢ pdg=nh n €N con p,q canonicamente coniugate

LIMITI: moti quasi-periodici (invariante adiabatico)



2 Principi della Meccanica Quantistica

2.1 1° Postulato: Stato Quantistico

V sistema fisico € associato H spazio di Hilbert separabile
Y stato del sistema ¢é associato un vettore (una direzione) ¢ € H detto Funzione d’Onda

FUNZIONE D’ONDA:
Stato quantistico del sistema completamente descritto (massima informazione ricavabile) da 1 ({q},t)
PROBABILITA: & | sistema € [q,q + dq] : dZ = |¢({q},t)|?dq
SISTEMI NON-INTERAGENTI: A, B sistemi scorrelati = ¢4 p = ¥ 4¢p (la funzione d’onda fattorizza)
ENTAGLEMENT: due sistemi che hanno interagito nel passato mantengono correlazione anche se vengono
separate da intervallo di genere spazio
NORMALIZZAZIONE:
A MENO DI C: Ve # 0,¢ < 00 = 1) e ¢ rappresentano lo stesso stato (predizioni indisinguibili)
NORMALIZARE : individuata ¢ | [ |ep(q,t)> = ||cp]|> = 1 = ¢y & uno stato quantistico normalizzato
NORMALIZZABILE : [ |(g,t)|> < 0o < 9 é normalizzabile, ¢ rappresenta uno stato fisico (legato)
PRINCIPIO DI SOVRAPPOSIZIONE:
W1, 1ho stati quantistici possibili = c191 + cote & stato quantistico Ver,ca | |er|? + |ea2 # 0
STRUTTURA MATEMATICA:
Spaz1o DI HILBERT L?: ¢ stato quantistico = [ [1(q,t)|? < co & ¢ € L2
PRODOTTO SCALARE: (1 |12) = [ ithodg = (2 |91)"
Norma: [[¢[[? = [ (g, t)]* = (1 |¢1)
NOTAZIONE DI DIRAC:
BRAKET: KET: |[¢) =1 Bra: (¢| = ¢*
AUTOSTATIL: |n) = |¢y,)  (n| = (¢n]

2.2 2° Postulato: Osservabili (variabili dinamiche)

V F' wvaribaile dinamica é associato operare lineare F' Hermitiano su H

OPERATORE HERMITIANO
TrasposTo: FT | Vo€ H [Fo¢*pdg= [ ¢*FTydg
CONIUGATO HERMITIANO (AGGIUNTO): ET = (FT)* = (F*)T
OPERATORE HERMITIANO (AUTOAGGIUNTO): F | Ft=F
AUTOSTATTI:
Fi, = fobn = ¥ & un’autofunzione che rappresenta un autostato di F relativo all’autovalore f,
ORTONORMALIA: Autostati relativi ad autovalori distinti sono ortonormali: (¢, |tn,) = dpm
COMPLETEZZA: Y. ¥n(q)¥;(¢") = 0(¢ — ¢') = ¢ esprimibile come combinazione di autostati
SPETTRO:

F lineare = [ rappresentabile in forma matriciale attraverso una base di H
F hermitiano< spettro di /' € R e 3 base di autofunzioni | (q) = >, ¢it:(q)

COMPOSIZIONE DI OPERATORI:
FGy = F(Gy)



COMMUTATORE:
COMMUTATORE: [A, B] = AB — BA
ANNULLAMENTO: [A,B] =0 = A e B commutano
BILINEARITA: [A, B+ C| = [A,B]+[A,C] [A+ B,C] =[A,C]+[B,C]
ANTICOMMUTATIVITA: [A, B] = —[B, 4] [A, Al =0
IDENTIA DI JAacoBr: [A,[B,C]]+ [B,[C,A]|+[C,[A,B]] =0
REGOLA DI LEIBNITZ (PRODOTTO): [A, BC| = [A, B]C + B[A, (] [AB,C] = [A, B|C + B[A, C]
ANTICOMMUTATORE: {A,B} = AB+ BA

OSSERVABILI COMPATIBILI
F, G compatibili = [F,G] =0 = 3 una base di autostati ortonormali {1} che diagonalizza simulta-
neamente i due operatori, ciod: Fp = fathn; Gt = gntbn V1
Se due osservabili sono compatibili possono avere simultaneamente valori definiti in una misura

PRrRINCIPIO DI INDETERMINAZIONE DI HEISENBERG:
Determinazione simultanea di due osservabili canonicamente coniugate (o comunque | [F,G] # 0) ha un
incertezza intrinseca minima:

AFAG > %h (2)

2.3 3° Postulato: Probabilita di un risultato

Sistema nello stato ¢ =", c;thi(q) = la probabilita di ottenere da una misura di F il risultato fn, ¢ Py = |cn|?

CONDIZIONE DI NORMALIZZAZIONE:
Funzione d’onda rappresenta una distribuzione di probabilita = ||1||> = 1 = [ |¢|dq equivale a Py = 1

STATO NON NORMALIZZATO:

— |Cn‘2
Se [[Pll #1 = Pn = siop

MEDIA QUANTISTICA (VALORE DI ASPETTAZIONE):
Valor medio dell’operatore F' sullo stato: :

(B) = WIF ) = [0 @F@da =Y el fi= Y 2 )

REALE: (F) € R (essendo f, € R Vn)

DISPERSIONE:
AF = \/{(F = (F))?)

PROBABILITA IN FUNZIONE DELL’AUTOSTATO:
Probabilita di ottenere f,: 2, = | (¢n|9) |?

2.4 4° Postulato: Collasso della Funzione d’Onda

Misura di F' e ottenimento del risultato f, determina con certezza (22 = 1) stato del sistema nell’autostato ¥y,

OPERATORE DI PROIEZIONE (MISURA):
My, = [0o) Wal & (I () = @l - Walt)
Proietta la funzione d’onda 1 sull’autospazio relativo a .
Rappresenta la probabilita di ottenere v, misurando
Iy, =[tn) @ (1| = b - YT (tutte le combinazioni possibili tra il vettore & il trasposto coniugato)

OSSERVABILI MASSIMALI:
Insieme di osservabili tutti compatibili che caratterizzano completamente e simultaneamente lo stato
V1) 3 un insieme di osservabili massimali, ma tale insieme non ¢ univoco



ELEMENTI DI MATRICE DI UN OPERATORE:
Fom = (n|F|m) = [y (2)*Fipy(z)dz  (Dipendono dalla base 1)

VALOR MEDIO PRODOTTO OPERATORI:
(YIABp) = 32, (V] Al) (i B[Y)
analogamente: (Y|ABC... Z|y) = 3,52, X, ($|Ali) (i| Blj) (G1CIk) (K] ... |2) (2] Z]%)

se noti elementi di matrice singoli operatori = individuazione elementi non nulli = somme eseguibili

2.5 Operatori fondamentali

PoOSIZIONE:
q=gq

AUTOSTATI (IMPROPRI): 1q,(q) = 0°(q — qo) soddisfacenti  qtbq,(q) = qotbq,(q)

IMPULSO:
p=—ihV (Monodimensionale: p = —iha%)

ipQ'r

AUTOSTATI (IMPROPRI): tp,(q) = h soddisfacenti  pvp, = Po¥p,

(%%)3/26
SVILUPPO NEGLI AUTOSTATL: 9(x,t) = [ ¢(p, t)e’P™/I
b(p.t) = | e P/, )dx = Fli(x, 1)

—ip-T

A iPry A p
TRASLAZIONE SPAZIALE: F(q+qo,p) =€ & F(q,p)e
CONSERVAZIONE: % =0 <& [pi,H] <« sistema invariante per traslazioni spaziali sull’asse ¢

VALORE DI ASPETTAZIONE: 9 € R = (p) = 0 (a media nulla)

COMMUTATORE FONDAMENTALE:
[q,p] = ih
Particella in 3 dimensioni: [¢;, p;| = ihdi; [di, §;] = [pi, p;] =0

2.6 5° Postulato: Evoluzione Temporale

HAMILTONIANA:

~

H(G,p,t) = energia del sistema, operatore lineare

(H) = energia media del sistema
H(q,p,t) = H(q,p,t)|q=g:p=p dove H = hamiltoniana classica (maggioranza dei casi)

TRASLAZIONE TEMPORALE: H — z’h%

EQUAZIONE DI SCHRODINGER:

A~

ih o b(a, 1) = H(d, 5,000, 8

EQUAZIONE INDIPENDENTE DAL TEMPO: ﬁ(q,ﬁ)wn(q,t) = Entn(q,t)

ab, _
.

STATI STAZIONARI: t,(t) = e iEnt/M) (0) = VF| % =0 (W) | F¥n(t)) = @n(0) | F [ (0))

AUTOVALORI: E, = energie misurabili del sistema. Costanti:

SOLUZIONE GENERALE: 1(t) = e~ #H(y)(0)

IN AUTOSTATL: () = 3, ane ™ Fnt/Map, (0)  ay = (u]t0(0))  (0) =3, anthn(0) (cond iniziali)
POTENZIALE: dato V(r) = E, > Vy,inVn



EQUAZIONE DI CONTINUITA:

9 .

+Vi=0

DENSITA DI PROBABILITA: p = [ (r)|?

DENSITA DI CORRENTE (FLUSSO DI PROBABILITA): j = 2 ((V)*)y) — ¢* V)

(interpretabile come "il numero particelle di che attraversa ds in dt")

EVOLUZIONE TEMPORALE VALOR MEDIO:
F(E)y = o 1 LIF 1) |y)

COSTANTI DEL MoTo: R
[F',H] = 0 con %—f = OA (non dipende esplicitamente da t) = % =0
F, G costanti, %—f = %—? =0 = [F,Q] costante

CONDIZIONI DI REGOLARITA:
1 & imposto continua per qualsiasi V' per consistenza (& densita di probabilita)
(da Schrodinger) Vi) risulta continuo Va | V(z) < oo (o meglio se le eventuali discontinuita sono finite)

TEOREMA DI EHRENFEST
¢ pacchetto d’onda: & (mr) = (p) 4 (p)=—(VV)
Ma 1) NON rappresenta la distribuzione materiale di una particella (solo distribuzione di probabilita)

TEOREMA DEL VIRIALE: )
by, stazionario: 2 <¢n|2pim|wn> = <111n|1‘ : VV|1/Jn>

TEOREMA DI FEYNMANN-HELLMAN:
H = Hy + V(r,g;) con g; parametri esterni, anche lentamente variabili = Hvn(g9) = E,(9)¢¥n(9g) :

OB, _ (OV

dg <879>n

2.7 Spettro Continuo

AUTOSTATI:
Fir(q) = fi¢(q) con f che assume valori continui

ORTONORMALITA: [ ¢%(q)¢p(q)dg = 6(f — f')
CompLETEZZA: [¢(q)¢} (¢ )dg = (¢ — ¢)

PROBABILITA:
() = [a(f)r(@df = dP = l|a(f)[df
NORMALIZZAZIONE: [ |a(f)|?df =1

PROBABILITA IN FUNZIONE DELL'AUTOSTATO: a(f) = (¢¢|v)

SISTEMI MISTI:
Esistono sistemi con autovalori discreti (propm') e continui (z’mpmpm’)

ORNONORMALITA: <z/zn\1pn) = (5nm e fwf YW (q)dg = 6(f — f')
COMPLETEZZA: Y, V()0 (d) + [ (q)v%(q")dg = 6(q — ¢')

CONDIZIONI AL BORDO E REGOLARITA STATI QUANTISTICI

STATI LEGATI: v normalizzabile (¢ € L?) = spettro discreto (sistema confinato)
Al bordo: 9(c0) =

STATI DI SCATTERING: % non normalizzabile = spettro continuo (sistema libero a r — o)
Al bordo: (|p) < 0o con ¢ | limy_,o0(r"¢) =0 Vn (decrescenza rapida)
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2.8 Delta di Dirac

DELTA DI DIRAC:
d(x — xo) ¢ una distribuzione | (§(z — xq), ¥ (x)) = P (xo)

SUCCESSIONI CHE TENDONO ALLA 6(x) :

gl 7 g(x)de =1 = lim, oo n [* g(nt)dt = [0 g(t)dt = 6(z) = limy_o0 ng(n:c) =d(x)
hmn—>oo = %Smim) - 5( ) hmn—)oo %smnlgx (.Z') hmn—>00 = n17r 1/n2+$2 = 5( )
lim. %ﬁ = 0(x) lim, g+ —— = VPL Firé(x) lim, ﬁa e/ = §(x)

0 APPLICATA A FUNZIONE:
§(f(z)=>" de—r)  con f(z) continua, z; i tutti e soli | f(z;) =0 e f/(2;) # 0

=0 [f"(xi)
DERIVATA:
xd (x) = —0(x)
DO(z) = d(x)
Dsgn(x) = 2(x)
INTEGRALE
Jo(x )+a (a spesso determinato da condizioni di parita sulla trasformata)
f() dx = %f(O)

VARIAZIONE ARGOMENTO:
d(ax — xy) = ﬁé(az — %)
f(@)o(z —y) = f(y)o(y — )
6(—z) = 0(x)
xé(x) =0

DIMENSIONI FISICHE:
Ha le dimensioni 1/lunghezza: [§(x)] = [z]~!
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3 Equazione di Schrodinger monodimensionale

EQUAZIONE:
Particella in moto monodimensionale:

d? 2m
@w = F(V(x) - E)y (5)
ANDAMENTO:
E>V(x)=W>0s¢9"<0) ; (<0< ¢”>0)= andamento oscillante

E<V(z)=@W>0c¢">0) ; (<0s9¢"<0) ; (=0= flesso)

TEOREMA DI OSCILLAZIONE:
¥ dell'n-esimo livello energetico discreto ha n — 1 nodi (zeri)
(contando E,, crescenti e n = 0 per il livello fondamentale)

TEOREMA DI NON DEGENERAZIONE:
Problema unidimensionale su [—00, c0] = A degenerazione dei livelli discreti

(cioé: Hip; = Eypy, Hipj = Epth; = by =)

3.1 Particella Libera

EQUAZIONE DI SCHRODINGER:

R

AUTOSTATI DELL’ENERGIA: )
ipgT .
Upy = ppme ™ con autovalore By, = 20 (spettro continuo)

SOLUZIONI:
w(mﬂf) — e—iEt/h(Aeik:p + Be—ikx)
Ammesse solo soluzioni con E > 0 ( A stati legati)

SOLUZIONE SU CERCHIO DI LUNGHEZZA L:

2
Y(z + L) = ¢(x) = spettro discreto  E,, = (j%"L)

3.2 Buca di potenziale infinitamente alta

POTENZIALE E CONDIZIONI AL BORDO:
V(z)=0, O0<z<a (II)
V(z)=00, z<0Vzx>a (I,III)

AUTOSTATI DELL’ENERGIA: )
Yrm() = \/2sin(T22) con B, = (22,

2ma
Yrrrr =0

DOMINIO SIMMETRICO RISPETTO ALL’ORIGINE:
V(r)=0, —-§<z<g (II)
V(r) =00, z<—-5Va>g5 (I,1II)

Traslando: = V(z) = V(—=z) (H simmetrica per parita)

SOLUZIONE (I1): )9, = By, COS(Mx) Yont1 = Ay sin( 2 7)

a

PRESSIONE: )
Supponendo buca come scatola: 0W = E, (a — da) — E,(a) = Péa = P = (mnf)” — 2B,

ma3
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3.3 Buca di potenziale di altezza finita

POTENZIALE E CONDIZIONI AL BORDO:
V(z) =0, —-§<xz<g (II)

V(z) = V(—2z) (H simmetrica per parita
Viz)=Vy, <-%va>% (I,1II) () = V(=2) ( per parita)

EQUAZIONE DI SCHRODINGER:

" 2m 2
= _2mp, — _K?
e v s ,, = K}+K2=20
Yo = 32 (Vo — E)p = KZop ’
SOLUZIONE:

Considerati solo stati legati: Vi = 0 < E < Vj Soluzioni a parita definita (o pari o dispari)
Yrr = Acos(K;x) pari
i = Bsin(K;r) dispari Kia/2 =¢
Y = Ce e, ~ {Kea/an
Yrir = Deke”,

Soluzione individuate per via numerica intersecando equazioni in (&, 7)

£ tan € = 1 (pari)
, (bordo)= ¢ & cot & = —n (dispari)
g2 4P = meth

NUMERO STATI LEGATI: dn stati legati < (n— 1) <4/ m;‘;;/‘) < &% (3 sempre almeno uno)

LIMITE Vy — o0o: —soluzione buca infinita

202
Attraversando tale valore uno stato si distacca dallo spettro continuo e diventa discreto

Appena E ~< Vj sol. diventa normalizzabile all’esterno buca (all’interno indistinguibile)

Cas1 CRITICI: \/WZV0 = ¢ = E =V} (sul bordo della buca) = stato non legato

POTENZIALE § (AL LIMITE):

Viz)=—-Vol, —§<z<3

POTENZIALE : con Vy — 00,a — 0] Vha =cost= @
V(r)=0, z<-5Vz>3§

SOLUZIONE: Singolo stato legato (V) ¢ = Ae K E = _QT%EQ con K, =+/—2mFE/h

3.4 Oscillatore Armonico

POTENZIALE:

2
V(z) = imw?2? = H = & + Imw?a?

SPETTRO: lim,_,4. V(2) = +00 = Spettro puramente discreto

EQUAZIONE DI SCHRODINGER:
w// Qm( %mw2x2)w

LIVELLI ENERGETICI (AUTOVALORI):
E,=wh(n+1) neN

ENERGIA DI PUNTO ZERO: Fy = %hw minima fluttuazione enegetica compatibile con Heisenberg

EQUISPAZIATO: Spettro equispaziato con AE = %

PoLiNnoMI DI HERMITE:
FUNZIONE GENERATRICE: G(z,s) = €% ~(s72)° =¥ s"f (2} (definizione di H,,)

n=0 nl
PoLINOME: Hy(z) = (—1)"%% Lo(e*")  (Hy=1, Hy=2x, Hy=42>-2, Hs=8z%—12z,...

ORTONORMALIZZAZIONE: f_oo e*‘EQHn(a:)Hm(x)dx = Opm/m2™"n!

AUTOSTATI:

Yy = CpHp( x)e I C, = (M)IM(

e )Y/2 H, =polinomi di Hermite

nnl

—mw .2

STATO FONDAMENTALE: ¢ = |0) = (Z2)/4e 72"
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ELEMENTI DI MATRICE:

_h_
h B n+1)(n+2)/4 m=n+2
\/m—Lw\/n+ 1)/2 m=n+1 e

(n(n—1)/4 m=n-—2

[ h 2 mw
x = /n — x =
nm e TTL—TL+1 nm %(2,”_1_1)/2 m=n

altrlmentl 0

altrimenti

%\/n—i—l m=n-+1
Pnm = —1 m;h(ém,n—lf_6m7n+lvn+1): —1 mTfuu\/ﬁ m=n-—1

0 altrimenti

3.5 Operatori di Creazione Distruzione - Seconda Quantizzazione

FoNoONI:
Autostati dell’energia interpretati come fononi: |n) <> n-fononi

OPERATORI:
. T i/ L
DISTRUZIONE: a = o, L T U/ 5monP
gt me. s 1
CREAZIONE: a! = ofr T — 1\ 5omP

NUMERO DI OCCUPAZIONE: N = afa

VARIBILI DINAMICHE:

POSIZIONE: x =

2mw(a + af)

IMPULSO: p = —iy/ ™" (a — af)

HAMILTONIANA OSCILLATORE ARMONICO: H = wh(ala + 1) = wh(N + 1)

PROPRIETA:
COMMUTATORE: [a,al] =1
DISTRUZIONE: a|n) =+/n|n —1) a distrugge un fonone
CREAZIONE: al|n) =vn+1|n+1) al crea un fonone

CoNTA: N |n) =n|n) N conta il numero di fononi

STATO FONDAMENTALE: |0) a minima energia (a |0) = 0, normalizzato: (0]0) =1) = In) = (al)r |0)

STATI COERENTI:
g | AzAp = h/2 (minimizza I'indeterminazione, pacchetto compatto)

AUTOSTATI DI a: |f) coerente < a|B) = B5)

—18]2
DAL FONDAMENTALE: |f) =€ 2

182 an
ePa |0) =3, An|n) con A, =e 2 %

2n
PROBABILITA: P, = ¢ 17l WA! di osservare n fononi in |3)
POISSONIANA: P,,= distribuzione poissoniana con media (B|N|B) = |8/

g)? POI
FUNZIONE D’ONDA: 9(z) = (z[8) = Ne S

= \/%(5 +%) = Acos(¢)  po=\/ZFL(B" — B) = mwAsin(¢)

EVOLUZIONE TEMPORALE: [t5(t)) = e~™2|e~™y)5) = sfasamento (non si perde coerenza)
xo(t) = Acos(¢p + wt) po(t)0 = mwAsin(¢ + wt)  (oscillatore classico)

14



3.6 Buca ¢

POTENZIALE:

V(z)=gd(x) g>0 (cioe V(x) = 0Vx # 0 con singolarita in 0. Se traslata in a : V(x) = §(z — a))
CONDIZIONI DI RACCORDO:

CONTINUITA DELLA FUNZIONE: lim, ,o+ ¢ (z) = lim, ,o- ¥(z) & ¥_(0) = ¢4(0)

DISCONTINUITA DELLA DERIVATA: 1/, (0) — ¢’ (0) = —2%24(0)

UTILIZZO 0:

(@) = ¢ (2)0(—) + ¢4 (x)0(x) con ' (x) = 6(x)
Utilizzata v imponendo che soddisfi Schrédinger Va (anche in x = 0)

SOLUZIONE:

() = /(k)(0(x)e"® + O(x)e ) k=v=2mbo—mg By =g

Unico stato legato con energia Ey (se g < 0 A stati legati)

3.7 Spettro Continuo

PROCESSO D’URTO (SCATTERING):
V(x) # 0 solo su range limitato = Spettro continuo ha soluzione di particella libera per x lontani dal
range e soluzione diversa e non banale per x prossimi a V' (z) # 0

ONDE:
Modellizzato processo d’urto con onda (supposta nulla incidente nel secondo semispazio):

ONDA INCIDENTE: propaga nella direzione di V(z) (sul quale "urta'")
ONDA TRASMESSA: propaga oltre V' (z), allontanandosi nello stesso verso dell’onda incidente
ONDA RIFLESSA: propaga nello stesso semispazio dell’onda incidente, in verso opposto.

FLUSSO DI CORRENTE: j = ﬂ((%w*)w — ¢*(%¢)) (numero di particelle per unita di tempo)

2m
hk|A|?

_ ikx s
ONDA INCIDENTE Se ¢ = Ae"™ = j = —~

COEFFICIENTE DI RIFLESSIONE: R = ]j—’f probabilita che 1 sia riflessa

COEFFICIENTE DI TRASMISSIONE: 1T = jj—f probabilita che v sia trasmessa

PROBABILITA TOTALE: T+ R=1

STAZIONARIETA: diffusione stazionaria (indipendente dal tempo), non si studia propagazione
NORMALIZZAIONE: %) nel continuo non normalizzabile, ma non rilevante: osservabili sono rapporti di j

DEGENERAZIONE: det {2 # 0 = stati non degeneri, dove {2 = matrice di transfer

BARRIERA FINITA DI POTENZIALE:

V(z)=0, z<0Vz>a (I,III)
V(e)=Vo, 0<z<a (II)
SOPRA LA BARRIERA (E > 1)):

POTENZIALE: {

1/)[ — eiKe:v _|_Ae—iKeac Ke — 2}7inE'
SOLUZIONE: { 4;; = BelKiw 1 Ble~iKex K — 2m(rE7V0)
1
Vi = Cetke®
4KZK?

COEFFICENTE DI TRASMISSIONE: T =

AK2K2+(K2—K2)sin?(k2a)
(K2—-K2)sin?(KZ2a)
AK2K2+(K2—K?2)sin?(KZ2a)
EFFETTO ONDULATORIO: R # 0 nonostante particella abbia £ > Vj
EFFETTO RAMSAUER-TAUNSEND: E = /2m(E — Vp)a/h = nrn € N = D = 1(trasmis. totale)

LimiTI: E > Vo =T — 1,R — 0 (tras.totale) FE —0=T — 0,R — 1 (rifl. totale)

COEFFICIENTE DI RIFLESSIONE: R =
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SOTTO LA BARRIERA (E < Vp):

1/)[ — eiKe:v + Ae—iKeac Ke — Q}rinE
. K. om(Vo—E
SOLUZIONE: { 4, — Be~Kit 4 BleKer [, — %
Yrrr = Cetke®
1K2K?2

COEFFICENTE DI TRASMISSIONE: T = IRZRI (k2 +13) sin2 (2a)
(Kg+k?)sin2(Kfa)
AK2K?+(K2+K?)sin?(K2a)
ErFrFETTO TUNNEL: T # 0 nonostante particella abbia E < V)

LimiTr: (barriera grande) limy, oo 7 = limg_, T =~ e "2V sm(Vo—E)a/h

COEFFICIENTE DI RIFLESSIONE: R =

BucA FINITA DI POTENZIALE:
V(z)=0, z<0vVz>a (I[,I1II)
POTENZIALE:
V)=V, 0<z<a (II)

1/ 2m(E+|V0

SOLUZIONE: Staticon E > 0 individuati in analogia con barriera, con sostituzione K; — K; =

TRASLAZIONE DEGLI ASSI:
traslando l'asse o' = x4 d = 2y — 2y — d (una coordinata del potenziale) = A’(d) = e=2*4 (C'(d) = C

GRADINO DI POTENZIALE
V(iz)=0 =<0 (I)
V)=V >0 >0 (II)

SOPRA IL GRADINO (E > Vp):

POTENZIALE {

wl_ _ ezKex 4 Ae*ZKeI K _ 2mE A= z:Ke—{—Ki
SOLUZIONE: p \/7 szfm
— — Iy — {2
Y = Be K K = B = 78

COEFFICENTE DI TRASMISSIONE: T =0
COEFFICIENTE DI RIFLESSIONE: R = 1 (caso classico ma sfasamento di A = e%¥)

SOTTO IL GRADINO (E < V}):
w[ _ ezKex 4 Ae*ZKeI K \/QmE A= Ke—K;

SOLUZIONE: - W 2KK itKe
Y = Befti® B = 2
. _ 4K7.Ke
COEFFICENTE DI TRASMISSIONE: T = L K?
_ (Ke—K;)?

COEFFICIENTE DI RIFLESSIONE: R = (KFK)?

BUCA O BARRIERA §:
POTENZIALE: V(x) = gd(x) Buca: ¢ >0 Barriera: g <0

SOLUZIONE: (z) = 0(—x)(Ae ™ 4 Be™%*) 4 §(x)(Ce'*™® + De~7) k= v2Znk

B)= (i) (8)=0(5) o=p
): Q(g):> 1 (x) rappresenta un autostato di H

2
DIFFUSIONE: Particella incidente =T =0= T =" R={7>
+a 1+«

MATRICE DI TRANSFER: (
A

AUuTOSTATI: VE € R se (
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DoppPiIA §:
POTENZIALE: V(z) = g(é(m) +6(x — CL)) Buca: g >0 Barriera: g <0 k= ‘/2;;75
SOLUZIONE: (x) = O(—2)(Ae™ + Be~#%) + 6(2)0(a — 2)(Ce™ + De~k¥) + 6(z — a)(Feik® + Ge~ik?)

. F\_ (et 0 O.[ ek 0 O.[ A _ [ 1-ia —i«x _ mg
MATRICE DI TRANSFER: (G)_ ( 0 eﬂ.,m> Q < 0 e*ika) Q (B> Q= < ior 1+m) a = 173

1 R = 402 (cos(ka)+asin(ka))
1+4a?(cos(ka)+asin(ka))? 1+4a2(cos(ka)+asin(ka))?

LIMITI: @« 00 (9 >00) =T —-0,R—1

DIFFUSIONE: Particella incidente = T =

FILTRO DI ENERGIA: tan(ka) = -2 = R=0 T =1

LIMITE: ¢ - 00 = ka = mn & %T“ = mn Filtro a lunghezze d’onda fissate

ONDE STAZIONARIE: Tutte le onde interne alle 6 sono in fase quindi stazionarie (altre distrutte per
interferenza), quindi ogni onda entrante deve uscire = T = 1
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4 Rappresentazioni

RAPPRESENTAZIONE:
Espressione delle variabili dinamiche e delle funzioni d’onda in funzione di un particolare operatore x

BASE: autostati (propri o impropri) di x: {|¢y)} (ortonormali) con Py, (x) = 6(x — xo)
In generale é possibile Scegliere qualisiasi set ortonormale come rappresentazione

FUNZIONE D’ONDA: 9(x) = (15 (v) = [Y5(v)ip(v)dv  dove v & vecchia coordinata con base 9,

RAPPRESENTAZIONE DELLE COORDINATE:
BASE: autostati della posizione Pxo (%) = 0(x — x0) Yo (P) = \/ﬁeip'x(’/h
STATO: (%) = (1h(x)[1hx, (%)) = [ ¥(x)0(x — x0)dx0
OPERATORE POSIZIONE: q = q
OPERTORE IMPULSO: p = —ihV (Monodimensionale: p = —ihaﬁq)

RAPPRESENTAZIONE DEGLI IMPULSI:

BASE: autostati dell'impulso ¢p,(x) = \/ﬁeim'x/h Ypo(P) = 0(P — Po)

STATO: (p) = (Ypy (X)[1h(x)) = IWG_ZPO'X/%(X)CZX = F(¥(x))
OPERTORE POSIZIONE: { = ihV (Monodimensionale: & = ih2-)

OPERATORE IMPULSO: P = p

4.1 Struttura Matematica
Spazio DI HILBERT:
KET: |¢) € H di Hilbert
PRODOTTO INTERNO: (91 | ho) = (1o |1h1)"
SET COMPLETO ORTONORMALE: 3{t,} ¢ =" cathp cn = (Unlt)
NorMA: [[§|* = (41 [91) = 32, (¥nl)
DISTANZA: d()1,12) = ||¢1 — 12|

OPERATORI AUTOAGGIUNTI:
Ogni variabile dinamica & associata a operatore autoaggiunto
VALOR MEDIO: A, B autoaggiunti | (¢|A|y) = (¥|Bl|y) Vi = A=DB
TEOREMA DI VON NEUMANN A, B autoaggiunti |[A, B] =0 = Joperatore R| A= f(R) B =g(R)

SPETTRO:
RISOLVENTE: di un operatore A: p(z) = {z |3 (A — 21)~'}
SPETTRO: di un operatore A: o(z) = {z |z & p(x)}

SPETTRO DISCRETO: A | (A—=X,)[¢n) =0 |[¢n]|=1VYn
SPETTRO CONTINUO (CRITERIO DI WEYL): A | 3{¢n}| limy, oo [|[An — Ap|| =0 ||Un]] =1

PROIETTORI: proietta nell’autospazio relativo all’autovalore, o =degenerazione dell’autovalore
AUTOSPAZIO PROPRIO (AUTOVALORE DISCRETO): II, = )" |n,a) (n, o (In) = |¥a,))

AUTOSPAZIO IMPROPRIO (AUTOVALORE CONTINUO): II.(\) = fA’\ , (Za [N, o) (N >d)\’
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TEOREMA SPETTRALE:
V A autoaggiunto 3 insieme di auovalori { A, A} e insieme di proiezioni ortogonali {II(A)} = {IL,,(A), II.(\)} |

PROIETTORI: II()\) = f/\’\mm (Za IN )y (Nal+Y, 0N =) Y, In, @) (n, of )d)\’ (o =degenerazione)
IDENTITA: I = [, dII(\)

FUNZIONE D’ONDA: [¢) = [, dIL(X) |[¢) = [, dIL.(N)|¢¥) + >, 1L, )

OPERATORE: A = [, AdII(\') :fA)\dH (X)) + >, Ay,

FUNZIONE sU OPERATORE: f(A) = [, f(A)dII(N) = [, f(NdIL(N) + >, f(Au),
vaRNmmo:www)zfAﬂm JEIIE = [AY0 (A alth) 2N + X An X | (s i) 2
PROBABILITA: &, =Y | (n,aly)|? P2 \)dX =3, | (A aly) [2d\ (densita)

SCARTO: AA = (| A%))

TRASFORMAZIONI UNITARIE:
Cambio rappresentazione < non cambia fisica < applicazione trasformazione unitaria
Stati e operatori definiti a meno di trasformazioni unitarie

U wnitaria = [¢) = U [)) A=UAUT = (J|A[)) = (LA[Y) ||| = [[4]]
DECOMPOSIZIONE SPETTRALE: U = [27 ePdII(\) = [T eI () + 3, enIL,

TEOREMA DI STONE:
U(t) unitario e continuo in H = 3 A operatore autoaggiunto in H | U(t) = ¢4 = =310

V¢ € D dominio di A & lim;_,o = Z0U=Y — 4y

(itA)*
Tl

GENERATORE INFINITESIMALE: A & il generatore della trasformazione infinitesima indotta da U
PRINCIPIO DI INDETERMINAZIONE:
. _ . . d
gV = —ihNgV ' = 2pllllg]] > N (in generale [p, f(q)] = —ihLL)
VA, B|[A, B] = ihC = AAAB > 2 (C)

TEMPO (TEOREMA DI PAULI):

Il tempo non é un osservabile quantistica o avrebbe un operatore autoaggiunto coniugato a H che
risulterebbe avere uno spettro continuo € [—o0, c0] = assurdo

RAPPRESENTAZIONI IN TEORIA DEI GRUPPI
dato gruppo G e insieme My delle matrici N x N: la rappresentazione R del gruppo G é I'applicazione:

R(g) : G — My surgettiva | R(g192) = R(91)R(92) V91,92 € G
SPAZIO DELLE RAPPRESENTAZIONI: spazio V d’azione delle matrici M,
RAPPRESENTAZIONE PROIETTIVA: generalizzazione g — R(g) | R(g1)R(g2) = 992U (g1 g2)
UNITARIE: R |R(g,) = Uy, unitaria con {g,} base del gruppo
EQUIVALENZA: R~ R 35 | R(g) = SR(9)S™! Vg € G (similitudine)
RIDUCIBILE: 3 W C V sottospazio vettoriale | G(W) = W (IRRIDUCIBILE se ## W | G(W) = W)
MECCANICA QUANTISTICA: V =spazio funzioni d’onda, con R proiettiva unitaria

GRUPPO DI LIE:
G la cui varieta (spazio dei parametri) & analitica (differenziabile, operazioni di gruppo differenziabili)
CoMPATTO: G di Lie con varietd compatta = G ~ U (U rappresentazione unitaria)
GENERATORI: A; |Ugy) = e'@i4i (da Stone) con a =parametri
TRASFORMAZIONT INFINITESIME: A; generano trasformazioni Uy = I+ ig;A; + o(e)

ALGEBRA (DEL GRUPPO DI LIE G): [A;, Aj] = ), icijp Ak con ¢, =costanti di struttura
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4.2 Schema di Heisenberg

EVOLUZIONE TEMPORALE:
Trasformazione unitaria | [1(t)) = e~ /7 |1)(0))

CAMBIO DI RAPPRESENTAZIONE:
Applicazione di U(t) = etHt/h
FUNZIONE D’ONDA: ¢y = eIt/ |4)(t)) = [4(0))
OPERATORI: Ay (t) = etHt/h Ae=iHt/h

VALOR MEDIO: (9(#)[A[(t)) = (¢(0)[Ax[4(0))
COINCIDENZA: i due schemi coincidono at =0: Ag(0) =A |vu) = [¥(0))

su schema di Schrodinger

EQUAZIONE DI HEISENBERG

dAg 0Ag
ih =ih Ay, H 6
=g = =gy +Au. Hl (6)
Lo stato quantistico & costante nel tempo, I'operatore evolve nel tempo (dove ag% = (%—‘?) H )

VARIABILI CANONICHE:
VARIABILL: qu(t) = U)a®UT(t)  pu(t) =U@)p(H)U (1)
EVOLUZIONE TEMPORALE: 4qy = —i[qu,H] 4py=—ilpy, H]
COMMUTATORE FONDAMENTALE: a tempi uguali [¢ri(t), pm j(t)] = ihd;; = stessa forma nei due schemi
ForMA: f(q,p) — f(am,pr) uguale in forma = V A valgono stesse relazioni in (p,q) o in (py,qx)
HAMILTONIANA: Hpy = H non solo in forma: V relazione & possibile utilizzare indifferentemente H o Hy

AUTOVALORI (TEOREMA KOGAN GALITSKY - KG):
1 (0) autostato di F' con autovalore fy = (t) autostato di Fy(—t) di Heisenberg con autovalore fj

OSCILATORE ARMONICO:
2
. __ Py mw? 2
HAMILTONIANA: Hpy = 5+ "o—xy;

EQUAZIONI DI HEISENBERG: miy = py P = —mw?z g
EQUAZIONI DEL MOTO: zp(t) = xq cos(wt) + L% sin(wt) pr(t) = po cos(wt) — mwzg sin(wt)
2
DISPERSIONE PACCHETTO: (2?) = x cos?(wt) + —5 sin®(wt) (p?) = p3 cos?(wt) + m2w?xd sin?(wt)

TRASLAZIONI SPAZIALI:
OPERATORE: T'(a) = ¢@P/h impulso generatore infinitesimale delle traslazioni spaziali
AZIONE SU FUNZIONE D’ONDA: T'(a)y(r) = ¢(r + a)
AZIONE SU OPERATORI: T'(a)A(r,p)TT(a) = A(r + a,p)

AZIONE SU AUTOSTATI VARIABILI CANONICHE: T'(a)|qo) = |qo — a) T(a) |po) = €P? |pg)
RAPPRESENTAZIONE IMPULSI: V(b) = ¢®®9/" = V(b)i(p) = ¢(p — b)
SU AUTOSTATI VARIABILI CANONICHE: V(b) |qo) = €™9|qq) V(b) |po) = |po + b)

4.3 Stati Misti

StAaTO PURO:
stato completamente descrivibile con funzione d’onda |¢)

STATO MISTO!:
stato parzialmente inaccessibile non descrivibile con funzione d’onda

- insieme statistico: N ~ 10?3 = distribuzioni di probabilita (oltre incertezza quantistica)
- insieme massimale di osservabile di n elementi, ma noti solo i < n osservabili

- nota azione di osservabile solo su sottoinsieme interagente con insieme globale (|¢)) non fattorizzabile)
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MATRICE DENSITA:
NoOTA SOLO SU SOTTISIEME:

pnm = [ ¢n(q dq dove ¥(q,x) = 3, cn(@)¥n(z) = cn(q) = (g, n|V)

(& nota azione d1 F su x ma non su ¢ = espressa funzione d’onda complessiva in autostati di z)

INSIEME STATISTICO:

Pum = Y_; Pi (i) (ilm) = 32, Picyenn,
dove:  [¢'(t)) =D, ¢, |n) sono gli osservabili accessibili, {|n)} base ortonormale
Z; = probabilita (statistica) che il sistema si trovi nello stato @

SOTTOINSIEMI INTERAGENTI:
Y(z,q) #a(x)yYp(q) con  {[j)} basedi A, {|a)} basedi B= [) =3, cjali) ®]a)
MATRICE DENSITA: pjr, = >, CjaCly

VALOR MEDIO OPERATORE: (F) = Tr(pF)

PROPRIETA MATRICIALL: Traccia: Tr(p) = 1 Determinante: det(p) > 0 Autoaggiunta:p! = p
ELEMENTI: 0 < ppp < 1 |pnm|? < PmmPrn

EVOLUZIONE TEMPORALE: ih%pnm = [H, plnm

STATO PURO: stato puro = ¢ =Y ¢j ;) < p> =p, pjr = ¢jc}

SISTEMI A DUE STATI:

BASE: stati possibili: |z4) = (é) ( ) (polarizzazione fotoni, spin % ...)
PROIETTORI: su autostati: II,, = |z4) (24| = ( 8) I, =lz_) (2| = (8 8)
su assi a £7 = su stati |r4) :ﬁ(\z+>:|:\z_>): I, :%<H> I, :%<_11 _11>

circolari= su stati |y4) = %(|z+> +ilz_)): 1L, =1(} Ei) I, = %(El i)

2 cick
STATO PURO: ¢ =c¢1|1) +c2|2) = p= ( . 22)

cica cj

STATO TOTALMENTE NON POLARIZZATO: p = <1(/)2 I?Q)é (1) = (IIo) = 3

STATO MISTO: p:%(éﬁé% gﬁ) 11+ 0:&) 012(%) U2=(?5i> o3 = ((1)—01>
PARAMETRI DI STOKES: & €R &4+ +62=¢><1

PUREZZA: €2 ~ purezza dello stato (€2 = 1 = stato puro)
PROIETTORL: (II;,) = 148 (I1; ) = 158 = (i) — 2(i_) = ¢ dove & > 1,y ¢+ 2,2 ¢+ 3

4.4 Simmetrie

SIMMETRIA DELL’HAMILTONIANA:
Sistema simmetrico rispetto a quantita S, cio¢ S simmetria di H < STHS = H (H & conservata sotto S)

CONSERVAZIONE: %—f =0, S simmetria di H = [S,H] =0 = % =0 (S si conserva)

AUTOSTATI: S simmetria di H, [¢5(0)) autostato di S = [¢5(t)) autostato di S

DEGENERAZIONE: S simmetria di H, |¢,) autostato di H ma non di S = [¢;,) degenere

CONTINUITA: Continua: S descritta da parametri continui ~ Discreta: S descritta da parametri discreti
TEOREMA DI WIGNER:

V S simmetria di H 3 U unitatio o O antiunitatio che genera S

TRASFORMAZIONE UNITARIA: operatore U |V, ¢ = (U |Ug) = (¢|p)

TRASFORMAZIONE ANTINUITARIA: operatore O |V, ¢ = (O¢|0¢) = (¢|Y)
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REGOLA SI SELEZIONE:
Stati 11, 19 assumono diversi valori della quantita S: V hamiltoniana H si ha (11 |H|¢2) = 0 = S & seletta
S quantita seletta = 3 regola di selezione associata che determina 'annullamento di (y1|H|1)2)

REGOLA DI SUPERSELEZIONE:
Stati 1, 12 assumono diversi valori della quantita S:Vosservabile A si ha (11| A|)2) = 0 = S & superseletta
S quantita superseletta = 3 regola di superselezione associata che determina 'annullamento di (1| A|1)2)
S superseletta = S seletta

ENERGIA:
CONSERVAZIONE: FE conservata in ogni sistema

SELEZIONE: FE seletta: autostati stazionari (mantengono autovalori in evoluzione temporale)

NON SUPERSELEZIONE: E non superseletta: sotto A|, [A, H] # 0 = |1),,) autostati di E non restano tali
e si mescolano

CARICA ELETTRICA:
CONSERVAZIONE: () conservata V H (non relativisticamente da conservazione numero particelle)
AUTOSTATI: non relativisticamente non scrivibile in forma chiusa, ma su particelle elementari:
Qle) =—ele) Qlp) =+elp) QIn) =0

SUPERSELEZIONE: () superseletta: autostati di carica restano sempre isolabili

PARITA:
Py(r) =¢(-r)  PA(r,p)P~! = A(-r,—p)

. 2 2 2
im g p~ _ A%
FORMA CHIUSA: P =eh(zta—%)

SIMMETRIA APPROSSIMATA: V H gravitazionale, elettromagnetico e forte P si conserva ma interazioni
deboli violano conservazione parita (scambi W e Z non P-invarianti)

AUTOSTATI: Autovalori: 1 = Autostati: Py (r) = ¢(r) = |[+) Pi(r) = —9(r) = |-)
Vplb=2k=v=1|+) (keN)
V[l =2k+1=v¢=|-) (keN)
PARITA INTRINSECA: particelle possiedono parita intrinseca: si conserva solo Piot = Porb Pspin
N PARTICELLE: P = (—1)2:41I;P; con i = particella, £ = autovalore orbitale relativo
COMMUTATORI: [P, L;] =0, [P,x] # 0, [P,p] #0

SIMMETRIA SFERICA: [ﬁ, H =0=19=RyYim= {

INVARIANZA DI GALILEO:
TRASFORMAZIONI GALILEO: ¢’ =7 — vt
CONSERVAZIONE: tutti i sistemi sono invariati per trasformazioni di galileo (trattazione non relativistica)

—1

FUNZIONE D’ONDA: ¢/(r,t) = e m"zte%mv‘rl/}(r — vit,t)

INVERSIONE TEMPORALE:

To(r,t) = P(r, —1)

CONSERVAZIONE: 3O antiunitatio | OH*O~! = H = sistema invariante sotto T

(stessa soluzione a Schrodinger)
. 7 _ . . o _
SOLUZIONE: 9(r,t) = O¢*(r,—t) risolve zhﬂw*(r,t) = H*)*(r, —t)
SIMMETRIA APPROSSIMATA: V H gravitazionale, elettromagnetico e forte P si conserva ma interazioni
deboli violano (poche) conservazione 7 (scambi W e Z non T-invarianti)
SECONDA LEGGE TERMODINAMICA: Per processi macroscopici spesso non conservata
(strano: non coinvolgono interazioni deboli)

NUMERO FERMIONI:

CONSERVAZIONE: (—1)Vf ¢ conservato (sistema reagisce sempre allo stesso modo sotto parita)

SUPERSELEZIONE: Parita o disparita del numero di fermioni & superseletta: due sistemi [¢n,) e [1nr,)
non si mescoleranno mai
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5 Momento Angolare

MOMENTO ANGOLARE:
Jiot =D (Li + si) 1 =particella

ALGEBRA:
COMMUTATORI: [J;, J;] = ihe;jiJy [J2, ;] =0 Vi [Jiy 2] = iheijpxy [Jiypj] = iheikpk
COMPATIBILITA: V4,.J; hermitiano e compatibile con J? = 3 base che diagonalizza J? e, ad esempio,.J,
STRUTTURA DI GRUPPO: J; rappresentano I’algebra SO(3) (rotazioni 3D), con costanti di struttura e;;,
OPERATORI AUSILIARL: J4 = J, + iJ, J_ = J, —iJy P=J J +J2+J,

COMMUTATORI: [J4, J_] = 2J, [, J+] = Jy [ ], J_] = —J_

QUANTIZZAZIONE DI J:

BASE: [¢);m) = |, m) scelta base di autostati simultanei di J? e J,
1 m Tappresenta j-esimo autostato per J 2 e m-esimo autostato per J,

SPETTRO DI J%:  J2|j,m) = j(j + 1)R% |5, m) con j intero o semintero j > 0
SPETTRO DI J,:  J,|j,m) = mh|j,m) con m intero o semintero —j <m <j Vj=
Vj 3 2j+1 ., alvariaredim € [—j7,j] (con passo intero a partire da m = +j)
OPERATORE DI INNALZAMENTO: Jy |j,m) o [j,m + 1) J+l7,7) =0 I |5, m) o< |j,m + N)
OPERATORE DI ABBASSAMENTO: J_ |j,m) o |j,m — 1) Jyl7,—j) =0 JN 14, m) o< |5,m — N)
*Seminteri: Z+ 3 = {insieme dei seminteri} £ = {insieme degli interi e seminteri}

ELEMENTI DI MATRICE:
Unici elementi non nulli (in Convenzione Condon-Shortley):

gy < |J |]’ >:5m,m’ = Jz|jam>:m|j’m>
Joi o (Gom = 1| Jelj,m —1\/j+m(j—m+1)

{3, m+1|J |7, m —%\/ m)(j+m+1)

Joljm) = 5/ G—m)G+m+1)[j,m+1)+ 3/ +m)(j —m+1)[j,m—1)
Jy: (G,m 1|J|.7, )—%\/J+m (j—m+1)

(j,m+1|Jy|j,m) = % m)(j +m+1)

Jy |, m —QW—m)(a+m+1)ly,m+1>+%¢(j+m)(j—m+1)!jjm—1>

Jio Jpliym) = /(G —m)(G+m+1)[j,m+1)
J_ J_ljm) =G+ m)G —m+ 1) |jm—1)
MOMENTO ANGOLARE ORBITALE:
L=fxp=—ihrxV = {Lm = iy —22) |, Ly=—ib(zZ—a) |, L.= —z’h(xa%—ya%)}

z

5

¢ . 2
COORDINATE SFERICHE: L, = —% L2 = —(511( )%(sm(e)%) + Fl(e)%)

L, = ew(ae + zcot(@) 55 L_= e_w(—f + i cot(0) so)

2 _ 2
EQUAZIONI AUTOVALORI: < . L(r,0,¢) = L+ D7(r, 6, ¢)
Loap(r, 0, 0) = mhap(r, 0, p)

SOLUZIONE: (7,0, ¢) = R(1r)Yym(0, ¢) ¢ €N (intero> 0), m € 7Z (intero), m € [—£, (]
ELEMENTI DI MATRICE (8, p|¢,m) =Y, (0, ¢)
DISTRIBUZIONE ANGOLARE: 2dQ = | Y, ¢;Y(ym),|* sin(0)d0dp

\/

PorLiNOMI DI LEGENDRE:

EQUAZIONE DI LEGENDRE: (%((1 —2?) D)o+ 1)>y =0
SOLUZIONE: Py(z) = ﬁ%((ﬁ —1)%)
ORTONORMALIZZAZIONE: fol Py(x)Pp(x) = %HM'

EsEMPL: Py(z) =1 Pi(z) =z Po(z)=3(322—1) Ps(z) = (42 — 3z)
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PoLINOMI ASSOCIATI DI LEGENDRE: , ,
m _ +m
Py () = (1 = 2®)"2 L5 Py(a) = 35 (1 — 2?)™2 4 (1 — 2?)f

INDICE NEGATIVO: Py _,,(z) = (—l)mEfJ:Z;;P&m

ARMONICHE SFERICHE:

mtim| —imj) im
Yem(0,0) = ()27 | /CEREIRD Py ) (w)eime

Conwaio: Yy, = (=), m = Yo _m(0,9) = (-1)"Y,(0,¢)
PARITA: PYy = Yo m(m — 0,0+ m) = (—l)éYéym(G, ®) (a parita definita)

,nyn,m = Ye,m(97 »+ 77') = (_1)mn,m(07 90) ,Pzn,m = }/Z,m(ﬂ' -0, QO) = (_1)€+m}/&m(97 QO)
ORTONOMALIZZAZIONE: fOA"T Y (0,0)Yem (0, 0)dQ = (€, £)6(m, m')

NORMA: Y}, automaticamente normalizzate se integrate su § (distribuzione angolare)
Yy m hanno norma # 1 se trattati come coeflicienti di autostati di spin = da normalizzare

ESEMPI: Y = ﬁ Vip =4/ cos(0) Yii1=F/ o sin(0)er” Yoo =/70=(3cos?(0) — 1)

COMPOSIZIONE MOMENTI ANGOLARI:
Si considera il sistema di due particelle con Jq e Jo
MOMENTO ANGOLARE TOTALE: J =J1QI+1® Jy=J1 + Jo
AZIONE: J; agisce sulla prima componente dello stato totale, Jo sulla seconda componente
ALGEBRA: [Ji;, J2;] =0 [Ji, Jj) = igijiJk
Base (I): |j1,m1, ja, ma) = |1, m1) ® |2, m2) autostati simultanei di J3, Ji., J3, Jos

AUTOSTATI: J% |j1,m1,j2,m2) = jl(jl + 1)h2 |j2,m1,j2,m2) con jp € % 71 >0

J1z |1, ma, j2, m2) = mah|j1, ma, jo, m2) conmi €2 —ji<mi<ji
I2151,ma, jo, ma) = ja(jo + )R [j1,ma, o, ma)  conjo € 2 >0
Joz |j1, M1, Jo, ma) = mah |j1,m1, jo, m2) conmy €% —jo<my < g

NUMERO STATI: fissati j1, jo 3 (2j1 + 1)(2j2 + 2) stati indipendenti
BASE (I1): |j1,j2,J, M) autostati simultanei di J7, J3J2, J,

AUTOSTATL: J? |41, jo, J, M) = j1(j1 + )2 |j1, 52, J, M) conji € Z 51 >0
J3 151,72, J, M) = ja(jo2 + 1)A? |41, jo, J, M)  con jo 62 j2 >0
J2’j17j27J7M>:J(J+1)h2‘jl7j27J7M> COHJG; ’]1_]2’§J§]1 +.72

Jz|jlaj27J)M>:Mh"jlanﬂLM) COHME§ _JSMSJ M:ml+m2
NUMERO STATI: fissati j1, jo 3 (271 + 1)(2j2 + 2) stati indipendenti
RELAZIONE AUTOVALORI: fissati ji1, j2 = J pud assumere i valori: {ji +j2,51+Jj2—1,...,|j1 —J2|}

fissati mq, mo = M = mq + mo
CONVENZIONE DI CONDON-SHORTLEY: Relazioni tra basi fissate a meno di fasi, si fissano quindi:
- Massimi stati delle due basi identificati con coefficiente 1 (fissata fase globale relativa)
- Elementi di matrice di J;_, Jo—, J_ € R semidefiniti positivi (fasi relative interne al multipletto)
- Elementi di matrice (j1, jo, J, M|J12|j1, jo, J + 1, M) € R semidefiniti positivi
CLEBSCH-GORDAN: Coefficienti dello sviluppo della base (I) in funzione della base (I7)
SVILUPPO: |j1,m1, jo,m2) = 3_ ;5 as |71, 520 J, M) (G, g2, J, M |j1,ma, j2, ma)
COEFFICIENTL: (j1, j2, J, M|ji, m1, jo, ma) (sommando su M, # 0 < M = mj + ms3)
(II) IN FUNZIONE DI (1) |j1,j2, J, M) = 32, o 191, M, J2, ma) (G1, ma, J2, maljt, ja, J, M)
CONIUGATT: (j1,m1, j2, malj1, j2, J, M) = (j1, ja, J, M |j1,m1, jo, ma2)"
TABELLE: fissati ji, jo si legge il coefficiente incrociando le due coppie {J, M} e {m1, ma}
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*Operatori Tensoriali:
ProporTO: T @ W = {T}, 4, - Wj,. ;. } Vi, 7 (insieme di tutte le combinazioni possibili permesse)
PRODOTTO DIRETTO: |a) € U |b) € V = |a) ® |b) € W spazio prodotto, con dim(W) = dim(U) - dim(V)
Ala) @ BIb) = (A® B)(la) @[b) = ( 215 208 ) (ja) 2 |b))
(espresso in base di W ottenuta come combinazione ordinata delle basi di U e V)
Proprieta: B(b)(|a) ©[b)) = |a) @ (B(b) b)), [a) ® (kb)) = k(|a) @ [b))
SoMMA: T @& W = {T, W} (insieme dei singoli elementi)

5.1 Spin
Momento angolare intrinseco di una particella, privo di equivalente classico, quantizzato (intero o semintero)

FUNZIONE D’ONDA:

Y(x)x(s) = (W(x)1,. .., ¥ (x)25+1) vettore di 25+ 1 componenti corrispondenti a relativi valori di spin
Funzione d’onda di spin x(s) agisce su spazio diverso dal domino di ¢ (z) = [¢(z), x(s)] =0, [L,s]=0
Se H indipendente da spin, ma particella con spin s = degenerazione 2s + 1 V autostato dell’energia

DISTRIBUZIONE ANGOLARE:
DAY=, |32 ¢i¥(gm), )3 sin(0)dfde  dove la somma su s si intende sulle varie funzioni d’onda di spin

ESPERIMENTO DI STERN-GERLACH -SG:
Flusso di atomi di Ag in regione con B,: H=—u-B=—gs-B=F = —gs%—]?
Si ottiene su schermo atomi distribuite in due righe ben collimate = s ¢ quantizzato con 2 valori possibili
SELETTORE DI SPIN: Bloccando un fascio si seleziona un singolo stato di spin (sull’asse z)
QUANTIZZAZIONE DIREZIONALE: s quantizzato per ogni asse separatamente con [s;, ;] # 0
V filtro-SG con asse diverso ¢ modificato stato: SGI (SG.(SG; (¥))) # 0

MAaTRrICcI D1 PAuLm:

_ (o1 _(0—i _(10
= (1) w=(1%) = (8%)

2 . .

o =1Vi 0;,0| = 26,0 .

ALGEBRA: ! . . . = [ v ]] K <  0i0j = 1€;jk0k + 623»]1
0i0j — —040; — 715ijk0k Vi 7& Vi {Ui,Uj} = 2(5in

PROPRIETA MATRICIALL: Determinante: det(o;) = —1  Traccia: Tr(o;) =0  Autovalori A\, = £1
RAPPRESENTAZIONE: Rappresentano algebra del gruppo SO(3)
ESPONENZIALE: €?V'7 = I cos |v| + iy - O sin |[v| (v costante)

PRODOTTO SCALARE: 0 -V = Y 0, 070;

SPIN 1/2:
AUTOVALORL: js =3 m==+1 = s?[y) = 3R2 ) s, ) = £iR[Y)
OPERATORE (ELEMENTI DI MATRICE): s; = 20y = (3, m/[s;]3,m) = L(00)mrm

2

OPERATORI DI SPIN-FLIP: Innalzamento: s; = h<8 é) Abbassamento: s_ = h(? 8)

BASE (AUTOSTATI DI s.): Spin up: |3,3) = ((1)): I Spin down: |3, —3) = (‘1)): 1)

AUTOSTATI DI 85 g |24) = 5 |z4), szlv_)=—3[z_) con |oi)= %(%), lz_) = %(_11)

AUTOSTATI DI sy sy |y+) = 5 [y4), Syly—) =—3[y—) con |yi)= %(1), ly_) = %(}J
z2 43

STATI MISTL: (s;) = 2(P(si=3)— P(s; =—1))=3& dovex Ly < 2,
COMPOSIZIONE: sistema a due particelle js1 = jgso = %

Base (I): { [N [1) » D) DI, )}
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siils, 2,1, M) =2nr?5,%,1, M)

tot‘%)%aOaM> =0

STATI DI TRIPLETTO: Autostati con sy = 1 € myor = {1,0,—1}  ("spin parallelo")
L1 =) 1,0 = DRI 1y = 1) 1)

STATI DI SINGOLETTO: Autostati con syt =0 e myy =0  ("spin antiparallelo")
10,0) = D)=
’ V2

AUTOVALORI DI 82,,: S0t = {1,0} = {

BASE (II) {|171> ) |170> ) |17_1> ) |O70>}
2000 1000
OPERATORI: Base I: s? = (s(1) +s(2))? = (8 B 8) s, =58,(1) 4 5,(2) = (8 ve o )
0002 000 —1
2000 1000
Base II: 5% =(s(1) +s(2)? = (3280) s =s.()+s:(2)= (00 50)
0000 000 0
DIREZIONE GENERICA: j, = 3  versore normale: n = (sin(0) cos(p) , sin(f)sin(p) , cos(6))

.n: .pn=1 cos(0) sin(f)e™*? oo .
OPERATORE S - n: s-n= 2h<sin(9)ew —cos(6) proiezione dello spin in direzione n
_i¥ ) 0\ —i®2
2 = 2
AUTOSTATI DI s n:  snln;) =3 |ny) = 1h(C°S( 2)e ) snjn_) = 1|n_) = —%h( sin(2)e 'ﬁ)
(%)612 —COS(Q)612
IT) = COS(Q)e 2 ]n >—|—sm(9) ig
2 + D)

| > o acos(g)ei%Jrﬁsin(Q)eﬂ%
CAMBIO DI BASE: = = 20 2
{|¢> = sin(g) g In) —cos(g) ig In_) <'B>z <asin(9)e“§—,8cos(g) —if )n

B} e
n GENERICO: se in statos//n = 1% = |ny) (con s-n calcolata opportunamente)

SPIN E STATISTICA:

PARTICELLE CLASSICAMENTE IDENTICHE:

Etichettabili (distinguibili) solo in base a evoluzione temporale (traiettoria)
PARICELLE QUANTISTICAMENTE IDENTICHE:

Ogni numero quantico uguale, data indeterminazione # traiettoria = non etichettabili
SCAMBIO DI PARTICELLE IDENTICHE:

Da indistinguibilita stato non puo cambiare sotto scambio: ¥(q1,q2) = €"“1(q2,q1)

Compiendo due scambi funzione d’onda va in se stessa = fase deve annullarsi: e?® =1 = €'® = +1
Bosonr:

Particella con spin intero = ¢ simmetrica per scambio (e'® = 1)

1 simmetrica per scambio < obbedisce a statistica Bose-Einsten (dimostrato relativisticamente)
FERMIONTI:

Particella con spin semintero = 1) antisimmetrica per scambio (e® = —1)

1 antisimmetrica per scambio < obbedisce a statistica Fermi-Dirac (dimostrato relativisticamente)
SCAMBIO DI N PARTICELLE IDENTICHE

Scambiando tutte le coppie di particelle identiche di un sistema di N particelle St) = (—1)™fermioniq),

SCAMBIO DI 2 FERMIONI: S = Py Py(—1)(—1)strtl = 1

(se s = %: singoletto antisimmetrico per scambio, tripletto simmetrico)

SCAMBIO DI 2 BOSONI: 8§ = Py Pa(—1)(—1)* = +1

SCAMBIO DI NUCLEI IDENTICIE: Nucleo composto da N nucleoni (fermioni) = S() = (=1)V¢)
STATO DI N BOSONI:

! . .
P(ql,...,qn) = H}W > scambi Us1 (1) - - s, (qn) s; =stato  N; =numero particelle in s;
Funzione totalmente simmetrica per scambio di due particelle

STATO DI N FERMIONI:
(wsl(ql) - Yaylaw) ) s; =stato NN; =numero particelle in s;

_ 1
vlal-van) = et y U vy tan)
Funzione totalmente antisimmetrica per scambio di due particelle

PRrINCIPIO DI ESCLUSIONE DI PAULI:
Se due fermioni si trovano nello stesso stato 1 si annulla: ¢; = q; V s; = 5 = detglater =0 =1 =0
= due fermioni non possono mai avere tutti i numeri quantici uguali
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5.2 Rotazioni

SPIN NULLO (s =0):
OPERATORE: R(w) = e/t generatore infinitesimale delle rotazioni (angolo |w|, direzione w)

FUNZIONE D’ONDA: R(w)t(r) = ¢/ (r) = eL@/Mp(r) = Y(r + w x 1) + o(w?)
in seguito a rotazione non cambia valore della funzione in r ma sua forma funzionale

ARMONICHE SFERICHE: (r) =3, Rom(r)Yem (0, 9) = ' (r) = 32, R (r)e™ /MYy 0 (6, ©)

MATRICE DI ROTAZIONE: e“ /"y, (0, ) = an,:_g Dg7m/7m(W)Y2’m/(9, ©) |
Dz,m’,m(w) — <£, m/‘eZL'w/hM, m> — fYZmﬁZL'w/hYZ,mdQ — (elL.w/h)m’,m

SPIN NON NULLO (s # 0):
OPERATORE: R(w) = @/l = tlts)w/b J -1, 4+s ([L;s;] =0Vi,j)

FUNZIONE D’ONDA: R(w)i(r) = e/ (Lts)@/hy(r) P(r) é vettore di 2s + 1 componenti
elrw/h agisce su dipendenza da r delle componenti
e’/ agisce sullo spazio di spinore con elementi di matrice 1, = >°_,(e*“/"), j11hyr

ARMONICHE SFERICHE: (1) =Y, Rom(r)Yem (0, @) = ' (r) = 32, Rem (r)e™ /MY, 0 (6, ©)
MATRICE DI ROTAZIONE: R) v =3 RomDomm = V' (v) =324 By 1 (1, 0) Yo 0 (6, 0)

SPIN 1/2:
FUNZIONE D’ONDA: R(w)y)(r) = e (r) = e%w“"’w(r) (con w = wn)
MATRICE DI ROTAZIONE: R(w) = cos(%) +in - o sin(%)
. cos isin(%) cos(¥) sin(%) eiw
Assr: (unitari) Ry (w) = (Zsm cos( %2 ) Ry(w) = (_Sin(%) COS(%)) R.(w) = ( 2 _3/2)
€i(a+1)/2 cog(£) e—ila— v)/2sm(f3)
77) = RZ(V)Ry(ﬁ)RZ(a) = (76i(a—’v)/2 Sin(Qg) —i(at+y)/2 COS(;))

= —I = |¢) cambia segno ruotando di 27

ANGoLl b1 EULERO: D'/2 = R(a,
w=2m Uy(2r) =Uy(2m) = U, (27

— ™

SPIN N/2 (COMPOSTO):
BASE: N + 1 combinazioni degli spinori di base canonica, totalmente simmetriche per scambio di spinori

MATRICE DI ROTAZIONE SU SINGOLO SPIN: D/2 nella base prima costruita, analoga a quella costruita
con gli angoli di eulero

1/2
MATRICE DI ROTAZIONE COMPLESSIVA: DV/2 = Hl 1 D; /

SPINORI:
SU(2) come rappresentazione proiettiva del gruppo SO(3): V v = (o, 8,7) € SO(3) 3w € SU(2)
|1)) con spin semintero = [¢) antisimmetrica sotto inversioni: R;(27) = —I = [¢)) <> spinore

|t) con spin intero = [¢) simmetrica sotto inversioni: R;(27) =1 = |¢) <> tensore
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6 KEquazione di Schrodinger tridimensionale

PROBLEMA A DUE CORPI:

. _ 2 _
HAMILTONIANA: H = 2m1V — 2m2V + V(ry —ra)
CAMBIO DI VARIABILI: Posizione relativa: r = ry — ro
Posizione del centro di massa: R = Zuritmars
mi+ma

mimg
mi1+ma

V& — %VE + V(r) = cerco soluzione ¢ = ¥(R)P(r)

Massa ridotta: p =

HAMILTONIANA SEPARATA: H = —5—"*——
(m1+m2)

EQUAZIONE DI SCHRODINGER RELATIVA: ih2®(r) = H,®(r) = (—%V% +V(r))®(r)
moto di singola particella con massa p in potenziale V (r)

MoT1o IN CAMPO CENTRALE:
D= g2 __n
HAMILTONIANA: H = —5-V* + V(r) = _2m(

EQUAZIONE DI SCHRODINGER: %V%(r) = (V(r) — E)yY(r)

4

SEPARAZIONE DELLE VARIABILL: 9(r) = R(r)®(0, )

2
SOLUZIONE ANGOLARE: ®(0,¢) =Y} ,,(0, ) A=L(l+1)

SOLUZIONE RADIALE: equazione 1D:  variabile: 7Ry(r); potenziale efficacie: Ves¢(r) = e(gﬁr)g +V(r)

d m l(¢+ 1)h?

5 R(1) = 55 | =5 + V() — B (rR(r) (7)

NORMALIZZAZIONE: [;° r2|R(r)[*dr = 1

DOMINIO: particella su sermiretta r € [0, oo[ con in potenziale { -
V(T’ > 0) =V, ff
REGOLARITA: 7R(0) =0
AUTOSTATI: discreti e non degeneri = numero quantico principale n numera autovalori
NUMERI QUANTICI: stato [¢) univocamente determinato da tre numeri quantici {n,¢,m} (principale,
angolare, azimutale) associati agli osservabili massimali {E,L?, L.}

6.1 Soluzione Radiale libera (Onde Sferiche)

EQUAZIONE RADIALE ,
(L2022 + k2 - DRy =0 R =22E  (cioe V(r)=0)

r2 Or
SOLUZIONE:
SOLUZIONE PER ¢ = 0: regolare Ry =2—+
SOLUZIONE ITERATIVA: Ry = rfp, = pj, = ’I”pg_H

SOLUZIONE GENERALE: regolare: Ry = (—1)*Zrf(1 L) ¢sinkr) _ [ 2mh E Jos1pa(kr) = 2kjo(kr)

singolare: Ry = (— )Z 2 Z(%di écos kr) \/2” Nygyy2(kr) = 2kng(kr)

SOLUZIONE (HENKEL): onde in espansione: R,(fg = k:hg])(k:r)

onde in contrazione: R,(M) = 2khén)(k‘r)

ANDAMENTO ASINTOTICO:
k£+1 Y4

lim, g Ry ~ (2€+1)" (14 o(r))

lim,_,q R](Cg ellkr=(t+1)m/2)

sm(kr) cos(kr)

singolare: Ry = 2=—-—*

lim, g R;ﬂ’ L) ~ L gilkr—(t+D)m/2)
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6.2

ONDE PIANE:
[H,p] = 0 = utilizzabile base di autostati dell'impulso = onde piane soluzione: ¥(r) = etkr
[D,L] #0 = se impulso nei massimali momento angolare non é ben definito

CAMBIO DI BASE: possibile passare da un insieme massimale all’altro proiettando {0, o} <> {k,r}
zkr =dm Zé 0 r ]g(k?“) Zm_ Y Yvﬁ,m( )n,m(k) con 7 = (07‘7 907') k - <9k7 9016)
ethz = ethreos(0) = 5790 (20 4 1)i%je(kr) Po(cos(8))
ARMONICHE CILINDRICHE (FUNZIONI DI BESSEL):

EQUAZIONE DI BESSEL: xQd Yta® 4 (22— )y=0
FUNZIONI DI BESSEL: Jy(z) = (%)* Z;O:o % (soluzioni dell’equazione)

FUNZIONI DI NEUMANN: Nj(z) = 242 Cosiff(’gg‘]*’f(m) (soluzioni dell’equazione)

FUNZIONI DI HENKEL: Hél) (x) = Ju(z) + iNy(x) Hém (x) = Jo(z) — iNy(z)
FUNZIONI SFERICHE:
Soluzioni dell’equazione di Bessel di ordine semintero = esprimibili in termini di funzioni elementari

sin(x
BESSEL SFERICHE: () = \/9t Joi1/2(® —1)x ‘Z(MI)EL

T

ANDAMENTO ASINTOTICO A O: je(a:) ~

W

ANDAMENTO ASINTOTICO A oot jo(z) ~ 2 cos(z — @)
NEUMANN SFERICHE: n¢(z) = /2= Npyq (@) = (=1)/E Ty jp(a) = —(—1) af(L L)teosle)

ANDAMENTO ASINTOTICO A0 ng(x)~ (%[111)”

ANDAMENTO ASINTOTICO A 00t jo(z) ~ % sin(z — ”1 0
HENKEL SFERICHE: hél) () = ju(z) +iny(z) é (x) = ( ) — ing(x)

ANDAMENTO ASINTOTICO A oo:  hi7(z) ~ Leile=(tt0)m/2) {10 ()  Lomile—(E1)m/2)
ESEMPL: jo(z) — sinx(:c) i(z) = 512(250) _ cosx(x) no(z) = _cosx(x) ni(z) = _co;gx) _ sinagx)

Stati legati buca tridimensionale

POTENZIALE:

Vir)=-W r<a (I)
V(ir)=0 r>a (II)

EQUAZIONE DI SCHRODINGER:

(I) R'+2R + (K2 -"UR=0 K2=22(E+V) >0 (K; reale)
(II) R'"+2R + (K?— (Hl))R =0 K?=23(E)<0 (K. immaginario)

SOLUZIONE:

Considerati solo stati legati: —V0< E <0
(1) Re(r) = Aje(Kir)  (da R(0)=0) Kb (Kea) _ Kijy(Kia)
(II) Ry(r)= Bhél)(Ker) (da normalizzabilita) hy! (Ker) Je(Ksa)

AUTOSTATI: fissato ¢, individuati da relazione tra K; eK,

CAso ¢/ =0:

cot -
autostati da intersezioni di 52 (62) 9 77V » con & = K;a, n = —iKca (soluzione analoga a buca 1D)
T =T

NUMERO STATI: dn stati legati < (2n;1)7r <4/ ngjvo < 2"'51”

NESSUNO STATO LEGATO: \/ng Yo < T = 9 stato legato
causa 1ndeterm1na210ne su tutte le componenti di p = Ej « a
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6.3 Atomo di Idrogeno

HAMILTONIANA:
2

= _2yg2_ & — mpme
H = 2mv r m = mp+me = Me

AUTOVALORI DELL’ENERGIA:

me4 62

E — — e
" 2h2n? 2n2rg

RAGGIO DI BOHR: 15 = 12, ~ 5201 .10 ''m

NUMERI QUANTICI: Principale: n € N n >0
Angolare: £ € N £ € [0,n — 1]
Azimutale: m e N m e [—£, /]

DEGENERAZIONE: n-esimo livello ha n? = 3}~/ (2¢ + 1) degenerazioni
FUNZIONE D ONDA RADIALE:
_ ——1)! 2
Ry =Cp Ep € p/zLQZ—H( ) Che = —nZ (n’zez) 3/2 (((nn_,_g)!;%) pP= 2%77?5 = n%;

T

ANDAMENTO ASITOTICO: Ry o(r — 0) ~7% Ry, (r — 00) ~e "B

ESEMPL: Ry o(r) 227“;3/2@"”/’“3 Raoo(r) = 2\[7“33/2(2—

B

FunNzioNE D’ONDA COMPLESSIVA:
wn,&m = Rmf(r)yﬂm(aa QD)

PARITA:
Pnem = (—=1)"P(e7)P(p")

ATOoMI IDROGENOIDI:

Atomo composto da un singolo e~ e nucleo con carica Z|e| (con potenziale coulombiano)

e /CRB) Ry (r) = ﬁﬁg

3/2 TTB 6—7‘/(27']3)

Soluzione individuata per atomo di idrogeno resta valida per sistema idrogenoide con sostituzione e? — Ze?

EFFETTI RELATIVISTICI
VPP~ =0~ % ~ & ~ 15 < ¢ = effetti relativistici trascurabili

PoriNoMI D1 LAGUERRE:
—xs/(1—s
FUNZIONE GENERATRICE: G(z,s) = % =y Ln(z) gn

n=0 "nl
PoLINOME: Ly (z) = £,£5(e7%2") neN
POLINOMI ASSOCIATI DI LAGUERRE: L (z) = 4L, (z) = €47 40 (em2gntP)
GENERATRICE DEGLI ASSOCIATL: G(z,5) = % =3, Lh (I s"

6.4 Oscillatore Armonico Tridimensionale

HAMILTONIANA:
_ 1 2.2 _p: 1 2.2 _ 3 2.2 .
V(z) = gmw?r? = H = 2= 4+ smw’r? =377 | 2m —|— mw r?  (separabile)

EQUAZIONE DI SCHRéDINGER:

Y = 2m( - §mw 72);i per ogni componente (i = x,y, 2)
SOLUZIONE:
2 .
Yin = CpHp(\/TEri)e 20 2 T Cp = (Te)l/A (L )1/2 per ogni componente (i = x,y, z)
AUTOVALORI DELL’ENERGIA:
E, = wh(n + %) n=ng+ny+n, €N (n; relativi a autovalori di singola H; separata)

DEGENERAZIONE: del livello 7 & ("j;?): (nt1)(n12)

PARITA: P(y,) = (—1)",



*Degenerazione Generica:

n+m—1
m—1

numero di modi per suddividere n in m interi: N’ = ("”n”_l): (

PROPRIETA ANGOLARI:
¢ € 0,n]

3 base simultanea di autovettori di H e L? : |t,0) con { n pari = ¢ pari

n dispari = ¢ dispari

ANISOTROPO:
w? = w% + wz + wg = E, = w,h(n1 + %) + wahi(ng + %) + wsh(ngz + %)
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7 Algoritmi Risolutivi

N

AUTOVALORI E AUTOSTATI DI F:
- Diagonalizzazione di matrice F' (individuo autovalori)
- Individuazione degli autovettori (autostati) e normalizzazione (secondo prodotto scalare standard)

- Conviene sempre spezzare F= fol + F e diagonalizzare I} = autovalori= fy + Ap

A

STATI POSSIBILI E RELATIVE PROBABILITA DA MISURA F':
- Risultati possibili: autovalori di F', fo... fy relativi a autostati [1)...|N) (autovettori)

- Probabilita di ottenere f; su misura di ¢ che si trova nello stato |i): & = |¢;|> = (J|i)? (proiezione
dello stato sul autospazio di |J)

- (altro modo) Se autovettori di F' ortogonali: |i) = >_; ¢ |J) e risolvo per individuare ¢; = & = lcj|?
EVOLUZIONE TEMPORALE DI F(1)) NOTA MISURA DI F' AL TEMPO ¢ = {(:

- Fy = f; (autovalore di F')= F(1(0)) = |i)

- scompongo in autovalori di H |i) =}, c; [Ej)

- Determino evoluzione temporale su ogni autostato dell’energia che compone [i): ¥ (t) = > ; etEit/ he; By

MISURE DI SPIN SU ASSI = E y:
- noto stato iniziale [¢) si esegue misura s; |[¢) = ¢/
- esprimo [¢') in base di autostati di s;: [¢') = a|+) +b|—)
- P(si=3)=laf, P(si=—3) =]

SVILUPPO IN ARMONICHE SFERICHE:

Scrivo |¢(z,y, z)) in sferiche: x = rsin(f) cos(¢), y = rsin(f)sin(p), 2z = rcos(f)

raccolgo e separo la parte radiale R(r)

sviluppo i termini in ¢ in esponenziali complessi mentre lascio quelli in 6 in seni e coseni

individuo armoniche sferiche relative, reintroduco R(r) e normalizzo
- |¢) & autostato di L? se sviluppato in armoniche con unico numero quantico ¢
- |¥) é autostato di L, se sviluppato in armoniche con unico numero quantico m
DECADIMENTI (INDIVIDUAZIONE STATO FINALE):

Noto stato iniziale |J, J, ), decadimento a due corpi A, B, con conservazione del momento angolare. Noto
spin S totale, Sz e almeno parzialmente s 4, sp.

- se non totalmente noti da |s4 — sp| < S < s4 + sp ricavo i singoli spin (da qui supposti fissati
univocamente, altrimenti discussione analoga )

- da S, = s,4 + s,p ricavo combinazioni ammesse

- da [l -S| <J <+ S ricavo condizioni su £

- da J, = m4 + mp ricavo combinazioni ammesse

- per ogni combinazione S, ¢ effettuo il cambio di base |L, S, J, J,) — |L, S, L., S,) utilizzando Clebsch-
Gordan per determinare coefficienti di fronte a varie combinazioni in m, S,

- |9 scrivibile in termini di armoniche sferiche e funzioni d’onda di spin

- se la combinazione S,S7 non é fissata univocamente e ve ne sono pitt ammesse utilizzo sempre
Clebsch-Gordan per determinare coefficienti (e quindi probabilita): |sa, sp,S,S.) — |4, SB, 24, S:B)

- Matrice Densita: se non si ha determinazione univoca [¢)) = >_, , ¢ja |) ® [a) dove |@) e |j) sono
basi di elementi non fissati univocamente = p;;, = da CjaClp
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SPETTRO DI HAMILTONIANE NON NOTE:

data H si cerca di scriverla come H = Hy+AH dove Hy é un hamiltoniana a spettro noto (oscillatore
armonico, idrogeno. . .)

- Nel caso dell’oscillatore armonico delle volte ¢ necessario modificare w? per aggiungere AH o
perdere la simmetria sferica e ricondursi a oscillatori 2D o 1D =- anisotropia
- Per ricondursi a H nota e dedurre quantita conservate utile:
_1 2_72_ 72 _1 2 2 2\_ 1 2_1
J1-Js = 5 ((J14+2)*=J3-33)), (s1r)(s2r) = 3((ST)?—(s11)?—(sar)?)= 5(ST)?—1(
cerco base di autostati comuni per Hy e AH tra quelli che so gia diagonalizzare Hy =
By = Eogngy + AEqn,y ({n:} rappresenta il set di numeri quantici scelto, Eyyy, autostati di Ho)

T.

r)

AE(,, individuati cercando autovalori di AH separata

Se non esiste base di autostati noti di Hy comuni a AH scrivo elementi di matrice di H in una base
che diagonalizza almeno Hy, quindi diagonalizzo matrice trovata e trovo autovalori<» autostati di F
nella nuova base

SCELTA NUMERI QUANTICI E DEGENERAZIONE

utilizzo operatori compatibili su tutta H
faccio tutte combinazioni possibili per analizzare eventuali degenerazioni

considero ovviamente anche numeri eventualmente non presenti esplicitamente in H (che creano
molteplicita intrinseca)

se H indipendente da spin, ma particella con spin s = degenerazione 2s + 1 V autostato dell’energia

se livello energetico si suddivide in sottolivelli (causa modifica di H) = somma delle degenerazioni
dei sottolivelli uguale alla degenerazione del livello energetico

QUANTITA CONSERVATE:

[J.,H=0=[J2, H| =0
[J2,H) =0=[J;,H =0Vi

Momento Angolare: H = H(J;) = [J;, H] = 0, ma di norma le altre componenti non si conservano

Momento Angolare: H = H(J), {

Momento Angolare: H = H(A - B) con A = A(x,p,s),B = B(x,p,s) cio¢, essendo l’energia
dipendente solo da quantita scalari, il sistema ¢ invariante per rotazioni = [J, H] =0

EVOLUZIONE TEMPORALE NOTO SPETTRO:
Si vuole studiare evoluzione temporale nota H e suo spettro in L, S e lo stato iniziale in |J, J,)

Scrivo ¢ in termini di armoniche sferiche e funzioni di spin: ¥ = 3, ¢;Y(4m), i)
ricavo ¢; con Clebsch-Gordan nel cambio: |L,s, J, J,) — L,s, L., s,
P(t) = e (0) dove & nota azione su ogni autostato: e /ey, |s) = e Hemst/hcy, |s)

Eseguo cambio di base inverso per tornare allo stato in |J,J,): sviluppo di Clebsch-Gordan da
eseguire per ogni autostato di L, S

Ovviamente gli stati sono quelli iniziali ma ’azione di H sara differenziata all'interno di dei coefficienti

Probabilita di ottenere all’istante ¢ vari valori ottenute quadrando tali coefficienti (ovviamente con-
tenenti e~ #kem.st/hy
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