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Capitolo 1

Meccanica Statistica Classica

1.1 Ensemble microcanonico

1.1.1 Teorema di equipartizione

Sia z; = (qq,p;) Uinsieme delle variabili canoniche di un sistema. Vogliamo calcolare la media sull’en-
semble microcanonico della quantita

OH 1 / 6N OH A A 0 6N 0OH
Ti—) = ——— P r,— ¥ ——= A&V e, — 1.1.1
< axj> I(E) Je<u<pia 31"]‘ I(E)OF Ju<p 6%‘ ( )

dove I'(E) ¢ il volume nello spazio delle fasi. Daton che 'energia E non dipende da z; possiamo scrivere

/ ANy xiw = / ANy i[gcj(H — E)] -6 ANz (H — E)
H<E axj H<E Ox; H<E

Il primo addendo del secondo termine e nullo in quanto derivata totale di una quantita nulla sulla
superficie H = E. Allora (w(E) =T(E)/A = 0X(E)/0E):

OH dij O 6N 5z‘j/ 6N
g, Oy = 0 9 ANy (B — H) = AN =
“iow,) = wE 0E Juen® TE T 0@ Jus

S(E)

B SE) [0 - ko
—570% —5»” [aElnE(E)] —JUM —6wkT

Quindi otteniamo il teorema di equipartizione generalizzato:

OH

i—) = 0;;kT 1.1.2
Nei casi specifici
OH 0H
iw—) = (qi=—) = 0;;kT 1.1.3
<papi> (q 8qi> J (1.1.3)
Usando 'equazione di Heisenberg p; = —0H/dq; e sommando su tutti i gradi di liberta si ottiene invece
il teorema del viriale:
3N
(> aipi) = —3NKT (1.1.4)
i=1
Se 'Hamiltoniana & quadratica nelle coordinate, cioe nella forma
1 OH OH
H=Y) (Ap? +Big}) = i+ G 1.1.5
St + B 22( 5o 5 ) (115)



il valore di aspettazione di H risulta essere
n
(H) = §k:T (1.1.6)

dove n ¢ il numero di costanti A;, B; diverse da zero. Inoltre possiamo calcolare il calore specifico a
volume costante O
n
ot) _n, (1.1.7)
oT 2
In generale, si ha che ogni fattore quadratico dell’Hamiltoniana contribuisce al calore specifico con k/2.

Cy=

1.1.2 Gas perfetto classico

Per un gas perfetto classico, ’Hamiltoniana &
(1.1.8)
11 volume nello spazio delle fasi 3(FE) sard dato da

1 Vv N 174 N
Y(E) = hSN/H<Ed3Np d*Ng = (h5) /H<Ed3Np: (fﬁ) Qsn (V2mE) (1.1.9)

dove Q35 (v2mE) indica il volume di una sfera 3N-dimensionale di raggio v2mE. In generale si ha

,n_n/2
Q. (R) = ¢, R, Y = 1.1.1
(R) = cnRR T T2+ 1) (1.1.10)
Allora
v N
S(E) = sy Lﬁ(2mE)3/2} (1.1.11)
V (4rmE\*?] 3
E)=kIn%(E) = Nkln | — ( —— SNk =
S(E)=kInX(E) knh3(3N> +2k‘
= gNk In £ + termini indipendenti da E (1.1.12)
1 9SS 3Nk 3
7= -32E — P=3NT (1.1.13)

che & proprio l'energia di un gas perfetto. Calcolando la pressione si ottiene infine ’equazione di stato
dei gas perfetti.

1.1.3 Paradosso di Gibbs e conteggio corretto

La presenza del termine V nell’espressione dell’entropia S = Nk 1n(Vu3/ 2) + NSy & un chiaro segnale
che la formula ¢ errata, in quanto ’entropia cosi definita non ¢ estensiva. Questo conduce a quello che
prende il nome di paradosso di Gibbs: consideriamo due gas separati con N; e Ny particelle confinati in
due volumi V7 e Va. Se li mischiamo ’entropia totale sara maggiore di quella iniziale:
ﬁ = (Nl —|—N2)1HV—N11HV1 —Ngln‘/vg = 1\7111'1K —|—Z\72h’lK >0

k %1 Vs
dove V =V + V5. Da questa formula segue pero che se i due gas fossero uguali, dopo averli mescolati e
separati nuovamente, I’entropia aumenta, quando invece rimane la stessa. Per ovviare a questo paradosso
Gibbs considera nel calcolo dell’entropia la quantita 3(E)/N! anziché ¥(E) (la qual cosa non trova alcuna
giustificazione in Meccanica Classica). Si ha dunque

S = Nkln (]‘\/[u3/2> + N(So + k) (1.1.14)

Osserviamo che



1. Tl nuovo termine non cambia la termodinamica perché non dipende né da E né da V.

2. Tl paradosso di Gibbs & risolto perché adesso S dipende dalla densitd N/V che & una quantita
estensiva.

3. Se i due gas sono diversi, il AS di mescolamento risulta essere ancora quello corretto.

Sbefore V1 ‘/2
Dbefore _ nrqpy 7L 4 N, 22
k AR
Safter \%4 vV
Dafter _ N In —— 4 Ny ln —
2 A T YA

1.2 Ensemble canonico

Consideriamo un grande sistema microcanonico diviso in due parti, di cui una molto piu ridotta rispetto
all’altra, aventi rispettivamente N7 e Ny particelle, con 1 < N7 < Ny ed energie (Eq) < (Es). Visto
che comunque siamo in un ensemble microcanonico, £ < H; + He < E 4+ 2A. 11 volume nello spazio
delle fasi sara

T(E) =) T(E)I(E - E;) =T(E1)(E>)

Vogliamo adesso calcolare la probabilita che una particella del sistema 1 si trovi nel volumetto del-
lo spazio delle fasi compreso tra [g1,p1] e [¢1 + dg1,p1 + dp1], ossia vogliamo valutare la quantita
p1(q1, p1)d*N p1d3N1g,. Sappiamo che

costante E< H +Hy < E+2A

p1(q1,p1) = (1.2.1)
0 altrimenti
Per fissa Fs, si ha
p1(q1,p1) x / d3N2q2 d3N2p2 =T(E,) =T(E - E) (1.2.2)
Ey<Hy<Es+A

Visto che Fy > FEi si ha E5 ~ F, quindi

FE
leF(E—El):SQ(E—El)ESQ(E)—El % +:SQ(E)_71 (123)
OF E—E, T
Da cui
pi(qi,pr) o e52/keBr/RT Ey = Hi(q1,p1) (1.2.4)

Il primo esponenziale non dipende dalla variabili del primo sistema, quindi e costante. Otteniamo allora
la distribuzione canonica (non normalizzata), detta distribuzione di Gibbs:

plg,p) = e PH@P) (1.2.5)

La normalizzazione, ossia il volume nello spazio delle fasi nell’ensemble canonico, & detta funzione di
partizione:

1 _
ZNVT) = o / d3Np @3N ge=FHP0) (1.2.6)
La termodinamica dell’ensemble canonico segue dalla definizione
ZN(V,T) = e PFVT) (1.2.7)

dove F' & l'energia libera di Gibbs. F' deve essere estensiva (si verifica facilmente) e deve soddisfare la
termodinamica, cioé F'= E —TS. Per verificare cio, eguagliamo le espressioni (1.2.6) e (1.2.7):

1
S / 43N @3N g APV -H (0] _ q



derivando rispetto a 8 otteniamo

oF
3N 3N BIF(T,V)—H(p,q)] V.
N'h3N/d pd qe P F( aT) B 93

V—H(p,Q)} =0

da cui, ricordando che 303 = —T0r:

OF oF
FV, T — —EV,T)=FV,T)-EV,T)-T —| =
V1)+5 55|~ BT = F(V.T) = E(V.T) =T 5] =0
Visto che (OF/9T)y = —S, si ottiene infine
F(V,T)=E—TS (1.2.8)

quindi la termodinamica e rispettata.

1.2.1 Equivalenza ensemble microcanonico e canonico

Per verificare I’equivalenza tra i due ensemble, occorre verificare che le fluttuazioni siano trascurabili,
ossia che

<1 (1.2.9)

Partiamo dalla funzione di partizione Z = f dp dg e PH . Le fluttuazioni sono date semplicemente da

(92 In ZN
0p?
Infatti )
0%*In Zy 1 [0Z 1 022
5 _g (%) Ze0R (1.2.10)
Notiamo quindi che
0Z
TﬁN = —(H)Zy (1.2.11)
0%z
W;’ = Zyn(H?) (1.2.12)
Quindi
0%z
W;V = (H?) — (H)? (1.2.13)
Dalla definizione otteniamo allora
02 0 oF
2 _ 2 - —  (— —_ — — —_— frg
(1)~ (H)? = (65 = 5 | -F - 555 |
0 oF| _ O0E _  L,0E _
_ag{ F+T8T]_ a5~ "ar T
= kT*C, (1.2.14)

Questa relazione ¢ anche un esempio del teorema di fluttuazione-dissipazione. In conclusione si ha

(H2) — (H)?

U % S0 (N> 1) (1.2.15)



1.3 Ensemble grancanonico

Nell’ensemble grancanonico il numero di particelle non ¢ fissato. Lo ”spazio delle fasi” copre tutte le 6N

variabili canoniche, ma stavolta N = 0,1,2,...,00. La densita di probabilita ¢ in questo caso funzione
del numero di particelle, o = o(q, p, N).
Consideriamo un ensemble canonico diviso in due volumi V; <« Vo ~ V, con V = V; + V5. Non

essendo fissato il numero di particelle, avremo N; particelle in V; e Ny particelle in V5, con N; < Ny
e N1 + No = N. Trascurando le interazioni tra i due sistemi, ’'Hamiltoniana totale sard H(q,p, N) ~
H(q1,p1, N1) + H(q2,p2, N2). La funzione di partizione in V, N &

1
ZN(V.T) = o /d?’qu?’Npe*BH(q’p) (1.3.1)

che possiamo riscrivere dividendo l'integrale spaziale:

N
1 N!
Z T) = 43N, @302 /d /d —B[H(q1,p1,N1)+H (q2,p2,N2)]
~(V,T) h3NN!/ D1 P2N§ ARAE Q1 v G2 e
1=

N
E ! / —PH N ! —BH N
= - dp1/ dgr e BH(q1,p1, 1)7/(11)2 dgs e BH(qz2,p2,N2)
N0 h3N1 N, ! v h3N2 N, ! v

Allora BH( N
1 e—BH(q1,p1,N1 1
Ny) = d d —BH(qz2,p2,N2)
o(q1,p1, N1) VT NN NN / p2 /\/2 Q@ e
Zn(Va,T)
cioe BH( ¥
ZN (VQ T) e~ q1,p1,NV1
o, Np) = e 72 1.3.2
ol pr N = Z T N (13.2)
Il rapporto tra le due funzioni di partizione si puo anche scrivere come
2N (Va, T) P (v, 7 N) P (VT N)] (1.3.3)

Zv(V,T)

Imponiamo adesso Ny > Ni, Ny ~ N; allora

OF OF
F(N-N,,V-W,T)-FN,V,T) ~ — A Ny — EiA Vi = —uNy + PVy (1.3.4)
2 INy=N 2 lvp=v
dove p e il potenziale chimico. Adesso si ha
B 3 e—BH(q1,p1,N1)
o(q1,p1, Ny) = e PFVi=iln) B3NN |
e per un generico ensemble grancanonico:
B e BH(ap.N) AN
o(g,p,N) =e BIPV —uN] NN~ NN BPV —BH(q,p,N) (1.3.5)

dove z = eP* ¢ la fugacita.
Nell’ensemble grancanonico si introduce la funzione di gran partizione:

ZwV.T) =Y N2y (V,T)
N=0

Z(z,V,T) = i NZy(V,T) (1.3.6)
N=0



Ricaviamo quindi la termodinamica: partiamo dall’identita

0o - 0o dqdp - -
1= Z/dpdq oa;p,N) =e BPVZGB“N/?:;NN!@ rarN) = =PV Z(V,T)
N=0 N=0

da cui PV

che & "quasi” I'equazione di stato. Resta da determinare N in funzione di p: dalla definizione

v _ v NWN) SN NePHNZN(V,T) 10
 Z(V,T) Y N €N EZN(V,T) B ou

InZ(V,T) (1.3.8)

da qui si ricava N = f(u). Invertendo si ha y = f~1(N) e quindi sostituendo in (1.3.7) si ottiene
I'equazione di stato. Per I’energia interna si ottiene invece

E=(H)= _a% InZ(zV,T) (1.3.9)

1.3.1 Equivalenza tra gli ensemble

Per dimostrare I’equivalenza tra gli ensemble bisogna calcolare le fluttuazioni del numero di particelle,
che sono date da

(N?) — (N)? = 51288;1n2(u,v, T) = 61288;?2; = kTVgZZ xV~(N)=N (1.3.10)

Quindi , , o
W ~ JJVVQ = % N2ee g (1.3.11)

La quantita 9%p/du?, facendo i conti, si esprime come
g;?; o g = _% %/ ) (1.3.12)

Dove k7 & detta compressibilita isoterma, ed € una quantita sempre finita, eccetto nelle transizioni di
fase. Per una transizione di fase del primo ordine, ad esempio, k1 o< N.
Definiamo quindi la probabilita che vi siano N particelle nell’ensemble grancanonico W(N) come

W(N) = 2N Z5(V,T) = PN -FN. V1D (1.3.13)

Dato che le fluttuazioni sono piccole, W (V) sara piccata intorno a N con una larghezza tipica 1/V' N,
quindi la funzione di granpartizione sara dominata dal massimo della distribuzione, ossia

7 ~ BIUN-F(N,V,T)]

Da qui ricavo la relazione termodinamica (ricordando di sostituire anche pu = pu(N)):
F(N,V,T) = uN — kT'In Z(u, V, T) (1.3.14)

In termodinamica il potenziale chimico u & definito da dF' = —pdV — SdT + udN. All’equilibrio dF = 0
si presentano due casi:

e Se i > 0, allora vengono favoriti gli N piu bassi;

e Se i < 0, allora vengono favoriti gli N piu alti.



1.3.2 Gas perfetto classico

Per un gas perfetto classico con Hamiltoniana H = Y, p?/2m, la funzione di partizione ¢ data da

1 3N 13N p?
ZN:h3NN' d°"qd”p exp |—f —

2_2m

VN 1 1 /v
— N!(Qﬂhsz/? = i (m) (1.3.15)

mkT

dove abbiamo introdotto la lunghezza d’onda termica di de Broglie

2 k2 1/2
A= 1.3.1
<mk:T) (1.3.16)

Dall’espressione trovata per la funzione di partizione possiamo ricavare direttamente ’energia libera
(approssimando con Stirling):

v
F=—-kThZy~-kTN <ln St 1> (1.3.17)
e il potenziale chimico
oF AN
= — =kTIn — 1.3.18
HZ N |y n—; ( )

Infine possiamo calcolare la funzione di granpartizione, che assume una forma molto semplice:

= N =N v 2ZV/A3
z=) NzyWr)=> vilg) =¢ (1.3.19)
N=0 N=0"""

1.3.3 Paramagnetismo in Meccanica Classica

Consideriamo un gas perfetto di particelle non interagenti dotate di spin (momento magnetico) che puo
assumere i valori +m, la cui Hamiltoniana ¢ data da

N p2 N
H= ; O ;mh (1.3.20)

Siano Ny e N_ rispettivamente il numero di particelle aventi spin up e down. Allora le funzioni di
partizione (assumendo inizialmente che le due specie siano distinte) saranno

Zn, /dpdq e PEPI2mBTimih =z (h = ()etPmhN= (1.3.21)

T B3NN,

Passiamo adesso all’ensemble grancanonico:

oo N, +N_=N N N_
1 N[V v
— Bhm —Bhm
2= 2 N, IN_| <A3Z+e ) (Adz‘e )
N=0 Ni,N

|
=
= =
=
7N
AR
N
+
D
=
>
3
N——
=
7 N
> <
"
m‘
sy
>
3
N————
2

N, ,N_=0
WV anm V.
= exp [ere*Bh )\3] exp {z_e ph )\3] (1.3.22)
Quindi
Ny = zii InZ(24,V,T) = zieiﬁhmz = Zp = NiA—SeﬂFﬁhm (1.3.23)
D2y T 23 % -

10



e per il potenziale chimico

N3
py =kTlnzy = kTln —=— ¥ hm (1.3.24)
All’equilibrio termodinamico iy = p_, 24 = z_ = 2, da cui Ny /N_ = €2"™_ 1l numero di particelle
sara v v
N=N,+N_= Fz(e*ghm 4 e~ Phmy = QZF cosh(Bhm) (1.3.25)
La magnetizzazione M invece ¢ data da
M=m(N, —N_)= % Bhm _ g=Bhmy — 9 K'hﬁh (1.3.26)
=m(N; — ,)—sz(e —e )= mz>\3sm( m) 3.
Infine, calcoliamo la magnetizzazione per particella:
M
v = m tanh(Shm) (1.3.27)

11



Capitolo

Meccanica Statistica Quantistica

2.1 Postulati

Data un’Hamiltoniana H i cui autostati sono dati da H|E,) = E,|E,), ogni stato |¢) si puo scrivere

come
w>:ZCn|En>» Z‘CnP:

n

cioe gli | E,,) costituiscono un insieme completo. Ad ogni osservabile & associato un operatore autoaggiunto
A, il cui valore d’aspettazione su uno stato [¢) ¢ definito come

(WIA) =Y chem(Eal AlBm) =) ¢hemAum

Se lo stato & debolmente accoppiato con 'esterno |1) dipendera anche dal tempo, cosi come i coefficienti
cn. La media temporale del valore d’aspettazione di un’osservabile A sara data da

|A|1/J ZC Cm nm

I postulati della Meccanica Statistica Quantistica sono:

1. Postulato di uguali probabilita a priori, fissata un’energia E si ha

costante, E<E,<E,+A

len]? = (2.1.1)
0, altrimenti
2. Postulato delle fasi casuali:
CECm = Onm, (2.1.2)
Alla luce di questi due postulati si ha
(Y[Alp) = Z len|? Ann (2.1.3)

che & una somma incoerente sugli autostati. Anche in Meccanica Quantistica, gli ensemble sostituiscono
le medie temporali. Si introduce quindi la matrice densita, definita a partire da ogni suo elemento nella
base |E,):

<E7L|Q|Em> = 5nmczcm
0= _lenl’|En){En] (2.1.4)

12



Quindi

(En|Ao|Ey) — tr(Ao)
A) = = 2.1.5
W= 2 BB e (215
Si ha inoltre
L 00

in quanto H e ¢ commutano, quindi g & stazionaria.

2.2 Ensemble microcanonico
Sappiamo che nell’ensemble microcanonico, per il postulato di uguali probabilita

1 E<E,<E+A
|Cn|2:

0 altrimenti

La matrice di densita non normalizzata ¢

o= > |E.)(E (2.2.1)

E<E,<E+A

tro = >, Onn rappresenta il numero di autostati di H nellintervallo [E, E + A]. E l'equivalente del
volume nello spazio delle fasi I'(E) in Meccanica Classica. La connessione con la termodinamica ¢ data
da S = kIntrp, il resto segue banalmente come in Meccanica Classica. L unica differenza ¢ data dal fatto
che adesso bisogna considerare il principio di antisimmetrizzazione, in virtu del quale di tutti i possibili N!
stati di N particelle devo considerare solo quello totalmente antisimmetrico (per fermioni) o simmetrico
(per bosoni). In particolare, vi sard un solo stato totalmente simmetrico (oppure antisimmetrico): da
qui ritrovo il fattore 1/N! che risolve il paradosso di Gibbs, stavolta con la dovuta giustificazione.

2.3 Ensemble canonico

La deduzione dell’ensemble canonico dal microcanonico non fa uso della Meccanica Classica, quindi la
derivazione ¢ la stessa anche in Meccanica Quantistica, 'unica sostituzione da fare e

N!}113N /d3di3Nq N Z
stati
La matrice densita ¢ quindi data da
Onm = Opme " PetaEn — o=ePH (2.3.1)
mentre la funzione di partizione é:
Zv(V,T) = Z e PEn — trp = tre P (2.3.2)
n

Per un’osservabile O si ha sm
_ tr(Op) _ tr(OeFPH) (2.3.3)
tro ZN

{0)

La termodinamica infine segue dalla definizione Zy(V,T) = e~ AF.
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2.4 Ensemble grancanonico

La matrice di densita ¢ agisce su uno spazio con infinito numero di particelle, detto spazio di Fock. La
derivazione del grancanonico e identitica alla Meccanica Classica. La funzione di gran partizione sara
quindi

Z2(z,V,T) = Y ZNZy(V,T) = tr e PH—1N) (2.4.1)
N=0
Per le osservabili -
1 1
(0) = Ztr e PH=1N) — 2 > (O)n (2.4.2)
N=0

dove (O)y indica il valor medio dell’osservabile nell’ensemble canonico.

2.5 Terzo principio della Termodinamica

Il terzo principio della Termodinamica afferma che I’entropia S & nulla a temperatura 7' = 0. In Meccanica
Quantistica, lo stato fondamentale ha degenerazione G < N numero di particelle, allora dalla definizione
S =kInG < kln N. Nel limite termodinamico, si ha per la densita di entropia

S InG InN

N = k N <k N —0

Questa dimostrazione tuttavia non ha nulla a che fare con 1'osservazione sperimentale S = 0 per T =
0: nel limite termodinamico, lo spettro di un’Hamiltoniana a molti corpi diventa quasi continuo. La
dimostrazione fatta vale per kT < Fy — Ey = AFE, gap tra le energie del primo stato eccitato e dello
stato fondamentale. Per un gas perfetto AE ~ h%/mV?/3. Usando m = m, = 1 GeV e V = 1 cm?® si
ottiene che T < 107 K, che non & consistente con le osservazioni sperimentali, in quanto sono stati
osservati sistemi aventi S = 0 a temperatura 7'~ 1 K.

In realta, a T = 0, quasi tutto diventa solido, e per i solidi vale la teoria di Debye, che predice S = 0 per
temperature dell’ordine del Kelvin.

2.6 Gas perfetto quantistico nell’ensemble grancanonico

Consideriamo un sistema di IV particelle identiche (bosoni o fermioni) non interagenti con Hamiltoniana

2
%

N
P
H=y M (2.6.1)
i=1

Un insieme completo di autostati per i bosoni e 'insieme delle autofunzioni simmetriche per scambio di
una qualunque coppia; per i fermioni sono quelle antisimmetriche.
Consideriamo particelle senza spin. L’energia del gas ¢ data dalla somma delle energie delle singole
particelle:

_ p? _ 2mh
©= 9 P=L B
dove n & un vettore di interi. Nel limite termodinamico i livelli sono continui e la somma sugli stati va
sostituita con un integrale sugli impulsi. Lo stato del sistema e descritto dai numeri di occupazione dei
livelli:

(2.6.2)

0,1 Fermi
np = (2.6.3)

0,1,...,00 Bose

L’energia e il numero di particelle saranno dati quindi da

E=Y npep, N=)> mp (2.6.4)
P o
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La funzione di partizione canonica & quindi
= > e FBe) (2.6.5)
{np}

con il vincolo espresso dalla (2.6.4). Passiamo all’ensemble grancanonico per facilitare i conti: scriviamo
la funzione di granpartizione:

2(zV,T) = i ZNZN(M T) = i Z ZNe B lpernp
N=0 N=0{np}
NI CEE
N=0{np} P
= > [fGe ooy
{”p} P

dove 'ultima somma ¢ fatta senza vincoli sugli n,. In conclusione otteniamo
P

(z,V,T) = ZZ (ze BEO )0 (ze™ 661) 1

no N1

=[ID (ze )" (2.6.6)

da cui, considerando le occupazioni dei livelli si ottiene

[+ zeBep) Fermi

Z(2,V,T) = 1 (2.6.7)
_ B
Hp 1 — ze Pep 05¢

v
La termodinamica ¢ data dalla relazione T = In Z(2,V,T), da cui otteniamo le equazioni di stato

PV

_— = 7ﬁ€l" i

T E In(1 + ze ) Fermi (2.6.8)
P‘/

PR _ —Bep

T = E In(1 — ze ) Bose (2.6.9)

Per eliminare la dipendenza da z, usiamo ’equazione

0 zePer 1
N=z—mMmZ(zV,T)= P —— _ 2.6.10
Z@z nZ(zV.T) zp: 14 ze Pev zp: zlePer £1 ( )

L’espressione dentro la sommatoria e I’'occupazione media del livello con impulso p. Otteniamo quindi
le distribuzioni di Fermi-Dirac:

1
(ne) = o1 (2.6.11)

e di Bose-Einstein: 1
(o) = =1 (2.6.12)

E importante sottolineare che I'unica ipotesi che abbiamo fatto & che le particelle fossero non interagenti.
Quindi, le distribuzioni di F-D e B-E valgono per qualunque sistema di particelle (fermioniche o bosoni-
che) non interagenti.

Introduciamo adesso il volume specifico v = V/N e la lunghezza d’onda termica di de Broglie A =

(2h? /mkT)'/? e passiamo al continuo, sostituendo la serie con l'integrale sugli impulsi (data I'invarianza
sotto rotazioni, d*p = 47p?dp).
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2.6.1 Gas di Fermi

Le equazioni sono, come visto:

S
BP = h%/o dp p* In(1 + ze~P7"/2m)
1 4w [T, 1
v h3J, dpp z=lefp?/2m 41
Introduciamo le due funzioni
oo = e+1 i
f5/2 \f/ dz 22 In(1+ ze™ :; 138
= 2t
f32(2) = f5/2 Z Z+1€3/2 (2.6.13)

=1
Dimostriamo ’equivalenza della definizione tramite integrale e tramite serie. Partiamo dallo sviluppo

o0

In(l+x) = Z(—l)“l%f

=1
Allora

_ 4 - 12 T g e
f5/2(2) = —Z(—l) 7, xfe " dx

L’integrale si puo calcolare come

e dunque

f5/2(2) \/p7 Z 403/2

Usando le due funzioni le equazioni dlventano

8P = %fg,/z(z) (2.6.14)
% _ %fa/z(z) (2.6.15)

2.6.2 (Gas di Bose

Nel gas di Bose abbiamo il problema della divergenza dell’occupazione dello stato ad energia nulla nel
limite z — 1. Scriviamo le equazioni isolando il termine divergente:

47
h3

1 dr dp 1 +1 z
v PP e 1T V-2

Introduciamo anche in questo caso due funzioni:

o0
1
BP = — dp p*In(1 — ze_sz/Qm) v In(1—z)

4 +oo ) R o ZZ
- In(l—ze2) =5 2
goale) =~z [ et -z =3
a oo
93/2(2) = 25-95/2(2 Z—/ (2.6.16)
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Le equazioni diventano quindi

1 1
BP = Fg5/2( z) — v In(1 — %) (2.6.17)
1 1 =z
= F93/2( 2) + 71 (2.6.18)
L’energia interna per entrambi i gas si calcola come
3V .
3 BE =5 f5/2(2) Fermi
0
E=——mZ(zV,T)= (2.6.19)
o8 3V

5@95/2(2’) Bose

2.7 Seconda Quantizzazione

Consideriamo un sistema di N particelle (bosoni o fermioni) senza spin. Le particelle saranno descritte
dalle posizioni x; e dai momenti p;, con Hamiltoniana

N 2 N
Z p; Z 1 Z
i=1 i=1

i#]

Il primo termine ¢ il termine di particella libera, che insieme al secondo termine forma il termine ad una
b

particella, mentre I'ultimo termine & 'interazione a due particelle. La funzione d’onda deve soddisfare le

relazioni

VX1, Xy, Xy, XN) bosoni
VX1, XKy Xy, XN) = (2.7.2)
(X1, Xy, Ky oo, XN fermioni

Rivediamo prima il formalismo di Prima Quantizzazione: prendiamo inizialmente V' = 0; indichiamo
con ¢, (x) gli autostati dell’energia per singola particella. Questi formano come sappiamo un insieme
completo. Se ho due particelle, le funzioni d’onda andranno simmetrizzate o antisimmetrizzate a seconda
se stiamo trattando bosoni (B) o fermioni (F):

(bal (X1)¢az (XQ) ¢0¢1 (X2)¢6¥2 (Xl)

wF(le X2) \/Q
Pay (X1)Pa, (X2) + P, (X2)Pa, (X1)
Vp(x1,X2) = 7

Queste funzioni sono normalizzate se ¢, (x) ¢ normalizzata e solo se oy # ay. Possiamo quindi estendere
il discorso al caso di N particelle:

¢a1,..<,aN (Xla' e 7XN \/7 ZC‘P|¢O¢1 XP1)¢O(2 (sz) ¢)01N (XPN) (273)

dove P sono tutte le possibili permutazioni, |P| & la segnatura della partizione, che vale

0 permutazioni pari
|P| = (2.7.4)
1 permutazioni dispari
e infine
1 bosoni
¢ = (2.7.5)
-1 fermioni
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Cosi costruita, la ¢ & automaticamente simmetrica (per bosoni) o antisimmetrica (per fermioni). Si ha

inoltre che per fermioni, ¥q,,... oy € il determinante, detto determinante di Slater, della matrice

d)al (Xl) e ¢041 (XN)
M = : : s My = ¢a,(x5) (2.7.6)
¢(¥N (Xl) T ¢OéN (XN)

Per bosoni, ¥q,,. . oy prende il nome di permanente della matrice M (oggetto abbastanza inutile).
Introduciamo adesso la notazione di Dirac identificando

lat, ..., an) = Yoy, an (X1, ., XN) (2.7.7)
Il postulato di antisimmetrizzazione assume la seguente forma
lat, .., 0,0, an) =Car, e, 06, an) (2.7.8)

Il determinante di Slater € sempre normalizzato. Per bosoni, il permanente ¢ normalizzato se e solo se
oy # o per i # j.

Partiamo dal caso di particelle libere, U = 0,V = 0 nell’Hamiltoniana (2.7.1), in una scatola di lato L e
volume V = L3 con condizioni periodiche al bordo. Per singola particella la soluzione dell’equazione di
Schrodinger e

PR p—— (2.7.9)

con energia (in unitd h = 1) €, = k?/2m. Le condizioni al contorno determinano la quantizzazione del

vettore d’onda: 5
k = %(Wz + ¥ + n.2) (2.7.10)

dove (ng,ny,n,) ¢ una terna di interi. Per bosoni, lo stato fondamentale &
1
Yo(r1,...,TN) = il ZQDO(I‘l)sDo(Pz) ~po(rn) (2.7.11)
P

Per fermioni, lo stato fondamentale ¢ il determinante di Slater costruito con ¢y, (r1), ..., pry (ry) avente
i k; corrispondenti alle energie pit basse.

In Seconda Quantizzazione, si introducono i cosidetti operatori di creazione e di distruzione. Conside-
riamo lo spazio di Fock in cui ci sono tutti gli N =0,1,...,00. Possiamo definire

|cvr) — stati ad una particella

lar, ag) = |ag) @ |as) — stati a due particelle

lag,...,an) =) @ -+ @ |an) — stati a N particelle
L’oggetto fondamentale in questo formalismo & I'operatore di creazione aj,, che crea una particella con
numero quantico a. Se abbiamo uno stato |¢)n) con N particelle, allora a}; sara uno stato con N + 1

particelle. Il coniugato a, = (al,)" & detto operatore di distruzione, che distrugge una particella con
numero quantico a. Valgono le seguenti relazioni:

(¥nsalalon) #0
aq|) =0 se a ¢ ) (2.7.12)

cioe se non c’e alcuna particella con numero quantico a.
Dotiamo quindi i bosoni di un’algebra tramite le regole di commutazione canoniche:

(G0, afj] = 0ag (2.7.13)
[aq,ag] = [ag,ag] =0 (2.7.14)
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Dotiamo anche i fermioni di un’algebra tramite le regole di anticommutazione canoniche:
{aa,al} = dap (2.7.15)
{aa a5} = {al,,al} =0 (2.7.16)
Definiamo infine il vuoto come 'unico stato |0) che non contiene particelle, cioe tale che
a,]0) =0 Vo (2.7.17)
Lo stato di IV particelle e dato percio da
lag, .o an) :a:’xl ) (2.7.18)

e, unitamente alle regola di commutazione (risp. anticommutazione), questa definizione garantisce la
simmetria (antisimmetria) per bosoni (fermioni).

Verifichiamo che tutto cio sia coerente con quello che sappiamo dalla Prima Quantizzazione: calcoliamo
per una particella il prodotto scalare {a|ag):

<Oé1|0¢2> = <O|aa1a(1:¥2|0> = <O‘<a(];2a041 + 6a102|0> = 50410é2
che & appunto coerente. Per due particelle, invece, assumendo o1 # as calcoliamo

(a1, aslar, ag) = (0]aa, aa, aly, al,[0) = (0laa,al, |0) + ((0lan,al,, an, al,[0) =

a1 a2

=1+ C2<O|aa2a:&1al2aal\0> =1

Anche questo risultato € coerente.
Definiamo adesso I'operatore "numero di particelle” nel livello «, 7,. Quest’operatore deve essere tale
che ’'Hamiltoniana e il numero totale di particelle si scrivano come

H=Y eia, N=)Y aq
[e% «
L’espressione dell’operatore &

flo = alaq (2.7.19)

Vediamo se & coerente: sullo stato di vuoto si ha 7,|0) = afa,|0) = 0, come ci aspettavamo. Bisogna
adesso capire come agisce su un generico stato

ﬁa|ﬂla"'aﬂl\/> = ﬁaagl agN|O>

Innanzitutto, dobbiamo scrivere le regole di commutazione per 'operatore numero con 'operatore di
creazione: per bosoni si ha

[ﬁa,ag] = [alama};] = a‘;[aa,ag] = Sapal, (2.7.20)
Per fermioni invece
[Pers alz)] = [} aa, a}‘g} = {ag,a}‘g}aa +af {aq, a;} = Sapal, (2.7.21)

dove abbiamo usato l'identita [AB,C] = —{A,C}B + A{B,C}. Adesso possiamo proseguire il calcolo,
distinguendo due casi:

e Se o # [3; Vi, allora n, commuta con tutti gli a};i, quindi
ﬁaagl . -a;N |0) = a;l . -agNﬁa|O> =0

e Se a = f3; per un certo i:
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faah, -~ ab[0) = ab, ---ab_,fiaa}, ---a}, [0)

= ab, -+ -affaal,, -+ af, |0y +a, ---af, [0)
:O+|Bla761\7>
Quindi in questo caso lo stato |51, ..., Sn) € autostato di 7, con autovalore 1; in sostanza, 7, ha

contato i B; uguali ad a (nel nostro caso era uno solo). Per fermioni, il discorso si ferma qua (i
numeri di occupazione possono essere 0 oppure 1). Per bosoni devo controllare che funzioni per
n > 1. Ad esempio:

R, @) = figal al |0) = al figal, |0) + al al, |0)
= 2al.al |0) + al al 71,|0) = 2|a, a)

2.7.1 Sistemi non interagenti

Per sistemi non interagenti V' = 0 e ’'Hamiltoniana si scrive facilmente tramite ’'operatore numero:

H= ﬁ; {2’; + U(xl-)} => €ana (2.7.22)

(e

Supponiamo di aver ordinato i livelli energetici: €; < €;41 Vi. Lo stato fondamentale per bosoni ¢ quello

in cui tutte le particelle sono nel livello ad energia piu bassa:

L
VN!

Per fermioni, nello stato fondamentale vengono occupati gli N livelli ad energia piu bassa:

W) = al - ali|0) (2.7.24)

Specializziamoci al caso di particelle libere (U = 0):

[$&s) = —=(a])V|0) (2.7.23)

2
eazek:kia aa5¢(k>7 aT
2m «

Quindi
H=> e (Kvk), nk)=¢(kuvk)
k:

Vogliamo adesso definire operatori analoghi nello spazio reale r, ¥f(r), U(r) e un operatore densita
n(r) = UT(r)¥(r). Sappiamo che nello spazio degli impulsi uno stato |k) & definito da |k) = 7(k)|0)
e si ha una relazione di completezza che prende la forma (k|k’) = dxx. Vogliamo che nello spazio reale
valga una relazione analoga, perd nel continuo: (r|r’) = §%(r —r’). Partiamo dall’identita valida nel caso
di particelle libere:

(rlk) = @i(r) = %ei‘” (2.7.25)

che & la funzione d’onda di singola particella libera. Adesso

k) = /d?’r or(r)|r) = % /d3reik“"|r)

cioe lo stato in rappresentazione degli impulsi (come sappiamo) ¢ la trasformata di Fourier dello stato in
rappresentazione delle coordinate. La relazione inversa della precedente ¢

_ \%V S i) = % 3 et (1)]0) (2.7.26)
k k
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Per analogia definiamo quindi gli operatori

Z —ikeryt(k (2.7.27)

k
e la relazione inversa
Yi(k) = L / dBre®Twl(r) (2.7.28)
vV
Per questi operatori si verifica che valgono proprio le relazioni di commutazione cercate:
(), ()] = {W(r), 01 ()} = 5%(x — ) (2.7.29)

L’Hamiltoniana di particelle libere si scrive in Seconda Quantizzazione come

H= /d3r Ul(r [ VT\I/(I') (2.7.30)

Verichiamo adesso che n(r) rappresenti effettivamente ’operatore densita. Calcoliamone il valor medio
sullo stato fondamentale:

(Was|n(r)|vas) = (Yas| VT (0) ¥ (r)|vas) = L > e e T (gt (k)i (K ) [as)

|4
kK

= 2 > Waslv! 9u)lvas) = was@w 19 les)
k

~ N
= %<7/’GS|N|1/)GS> = V@/Jcslwcs) =3

L’Hamiltoniana di particelle interagenti invece ¢ data, in Seconda Quantizzazione, da
2 1 .
H= /d?’r vl {QV} U(r) + /d?’rU(r)ﬁ(r) +3 // dBrd®e V(r —v')a(r)a(r)
m
3 T s 1 3.3,/ Ny T i~ /
= [dr ¥ ~5 +U(x)| ¥(r)+ 3 d°rd’r’ V(r — )0 (r)T(r) 7 (r")¥(r) (2.7.31)
m

: . A N
NB: La connessione con la Prima quantizzazione & n(r) = > ,_, 6*(r — r;).

Esempio. Prendiamo un sistema di particelle interagenti con U = 0, V = cd(r; — r;). Allora le
Hamiltoniana di Prima e Seconda Quantizzazione saranno date da

HPQ: s — Iy

.7

Hsq = /dBr {\IIT(I") (-?) U(r)+ %\IJT(I‘)\I’(I‘)\I/T(I')\I/(I‘)

m

Adesso supponiamo che le particelle abbiano spin s: in questo caso, abbiamo degenerazione 2s + 1 sulle
proiezioni lungo z, s, = —s,...,0,...,s. Quindi definiamo gli operatori che creano o distruggono una
particella localizzata in r con spin o (—s < o < s):

U(r) — U, (r)
Tl(r) — Tl (r)
Le regole di commutazione/anticommutazione diventano adesso:

[¥o(r), \I/L, (r/)] = {Us(r), \Ilj;’ (I‘l)} = 600’63(1' - I'/) (2.7.32)

La relazione di completezza infine si scrive come

I= Z/dSr v, o) {0, 1| (2.7.33)
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Capitolo 3

Applicazioni della stastistica di
Bose-Einstein

3.1 Corpo nero
Un corpo nero ¢ sostanzialmente un gas di fotoni con le seguenti caratteristiche:

Energia E=hw
Impulso p="Fhk
Relazione di dispersione w = |k|e

Polarizzazione el k

In una scatola con condizioni periodiche al contorno k = 27n/L, dove n = (n,,ny,n.) ¢ una terna di
interi e L = V1/3, con V volume della scatola. L’Hamiltoniana del sistema & data da

H=> hwpn, (3.1.1)

ke

Ricaviamo la statistica del corpo nero nell’insieme canonico (in questo caso equivalente al grancanonico,
in quanto il numero di fotoni non & conservato). Scriviamo la funzione di partizione:

z - i e—ﬂH(nk,e):Zexp —ﬂzhwknk,e

ng,e=0 Nk, e ke
_ Z H e~ Bhwink.e H Z e Bhwrny,c
Nk,e k€ k,e Mj,e
1
- lk‘[ e (3.1.2)
J€

e inoltre

InZ=-> In(l—e ) =-23 In(l—e ) (3.1.3)
k,e k

11 fattore 2 & dovuto al fatto che abbiamo sommato sulle due polarizzazioni indipendenti (I’argomento
della somma non dipendeva dalla polarizzazione). Ricaviamo quindi l'occupazione media del livello k

usando la statistica di Bose-Einstein: 5

R (3.1.4)

L’energia sara invece

E=> " hw(ng) (3.1.5)

k
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Per ricavare I’equazione di stato, dobbiamo infine calcolare la pressione, data da

OF 10
p=- (av) = Gy MEWVT)

La dipendenza della funzione di partizione dal volume ¢ data da wy, = 2wc/n|/V/3. Quindi

%iv QZIH —2ﬂﬁcnl/V1/3)]
e
-3 <nk>ﬁh27rc|n|< ;) yis
iz

1 E
=3 Xk: 3 (3.1.6)

Otteniamo quindi I’equazione di stato del corpo nero

E
pV = — (3.1.7)
3
Nel limite termodinamico, otteniamo
— L +wdkk2ﬂ — Kﬁ +Oow73
272 0 eBhck _ 1 w2 3 0 eBhw _ 1

Quindi lenergia per unita di volume puo essere scritta in termini di una densita di energia u(w,T'):

—+oo
% = /0 u(w, T)dw

dove Despressione trovata per u(w,T) prende il nome di legge di Planck:

h w3
Integrando la densita di energia sulle frequenze si ottiene
E 72 (kT)*
== — 3.1.9
V15 (he)3 ( )
O(E)V) Arx? kT3
C, = = — 3.1.10
oT 15 (he)3 ( )
14E
S = o T3 3.1.11

L’espressione dell’entropia cosi trovata € consistente con il terzo principio della Termodinamica.

3.2 Gas di fononi e modello di Debye

Un solido € un reticolo cristallino in cui gli atomi oscillano ciascuno intorno ad una propria posizione di
equilibrio. Siano (x1,...,2z3x) le posizioni degli atomi e (1, ..., T3y ) le rispettive posizioni di equilibrio.
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Le energie cinetica K e potenziale ® saranno

© = ({a)) = 07 + 3 <§j’i> RCE Ty <$>m (21— o) (5 — T5) + -

Ti=T; i

(3.2.1)

Le posizioni di equilibrio sono dei minimi del potenziale, quindi le derivate prime sono tutte nulle. Quindi
IHamiltoniana del sistema assume la forma (trascurando la costante additiva ®g):

o P} _ 1/ 9%
T=2gnt 2ot G=n=me ou =g (G, ) (322

H & una forma quadratica, quindi puo essere diagonalizzata da modi normali @); con impulsi coniugati
P; aventi autovalori dell’energia w;:

H SXN: P’ 41 2Q7? (3.2.3)
= —Mmuw; . L.
Za\2m 2"

I modi normali prendono il nome di fononi. Le 3N frequenze w; corrispondono ai 3N modi di corpo
elastico con frequenze piu basse. Le leggi sono le stesse del corpo nero, pero stavolta € presente un cut-off
al numero di particelle che si traduce nell’esistenza di una frequenza massima di taglio. Allora se

v
3 Ank?dk =V 2dw

(2m)3 233

n(w)dw =

la frequenza di taglio wy si determina imponendo che il numero di modi totali sia 3/NV:

“r 3V «“r 2 V 3
2N 1/3
wp = <67TV ) c (3.2.4)

11 logaritmo della funzione di partizione sara lo stesso dell’espressione (3.1.3), con la somma pero limitata

a 3N, cioe
3N

nZ ==Y In(l-e ) (3.2.5)
=1

Per 'energia ricaviamo quindi ’espressione:

. SZN: hwi 3V /WT heo o ON(KD)! /ﬁ’”’T vy
s efhor — 1 2723 efhw — 1 (hwr)®  Jo ev —1

dove nell’ultimo passaggio abbiamo effettuato la sostituzione y = Shw. Introduciamo quindi la funzione
di Debye:

3 (7

La funzione di Debye ha i seguenti comportamenti asintotici:

|- 3eq 1oy -0
_7‘% 7‘% PR :L'
87 " 20

D)=~ (3.2.7)

= +O(e™x) T — 00

24



Definiamo adesso la temperatura di Debye Tp come kTp = hwr. Allora

[ 3T, 1 (Tp\?
3T 1D+(D> +] T Tp

5 T 8T 20\ T
Y L
~ - =3kTD ( T ) ~ ) ; (3.2.8)
Tt (T T<T
kT | — | —
5 (TD> + <Ip
e per il calore specifico
3 (Tp\’
s
v = 2.
N ) ) (3.2.9)
127 T
— T<T
3 (TD> <L 1p

3.3 Gas ideale di Bose e condensazione di Bose-Einstein

Ricordiamo le equazioni del gas di Bose nell’ensemble grancanonico:
1 1
Bp = ﬁ%/z(z) - Vln(l —2)

1 1 1 =z
= F93/2(2) T2

Dobbiamo innanzitutto calcolare la fugacita z. Prima, notiamo che la funzione gs/5(2) ¢ definita per
0 < z <1 (altrimenti la serie diverge), ed ¢ una funzione positiva, monotona e limitata. Assume dunque
un massimo per z = 1 che vale

o

1
g32(1) =Y 575 = ((3/2) = 2612 (3.3.1)
=1

dove ( ¢ la funzione zeta di Riemann. La derivata prima di gs/5(z) diverge in z = 1.

0.2 0.4 0.a 0.8 1.0

Figura 3.1: Plot della funzione g3/5(2) per 0 <z <1
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Possiamo scrivere la seconda delle equazioni del gas come

A3 (n0)
- - z) = N0 3.3.2
v 93/2( ) v ( )
Facciamo adesso un’importante osservazione. Per T' — 0 si ha A — 0o mentre z — 1. Se A% /v > g3/5(1),
allora dovra essere necessariamente, in virtit dell’equazione precedente, (ng)/V # 0, cio¢ (ng) deve essere
una quantita estensiva nel volume. Questo vuol dire che diminuendo sempre di piu la temperatura il
numero di particelle nello stato fondamentale diverge.
A v fissato, il "punto di transizione” ¢ dato da A3 = vg3/2(1). Esiste quindi una temperatura critica data
da

27 h?
m(vgs2(1))%/3

sotto la quale le particelle condensano nello stato fondamentale. In altri termini, la BEC (Bose-Einstein
Condensation) avviene quando la lunghezza d’onda termica A & dell’ordine della distanza tipica tra le
particelle d = v1/3.

Possiamo leggere la condizione di criticita in termini del volume specifico: a T fissata, esiste un volume
critico

kT, = (3.3.3)

)\3
’UC = —— 3.3.4
93/2(1) ( )
sotto il quale avviene la BEC. Vogliamo adesso risolvere graficamente 1’equazione
A3 Az
Z —q - 3.3.5
" 93/2(2)4“/172 ( )

in termini di z:

Al

2612

Figura 3.2: Grafico delle funzioni g3/5(2) e A3 /Vz/(1 - 2)

3
la distanza tra la curva —
Vi1

e l'asse z =1 ¢ dell’ordine di 1/V. La somma delle due funzioni ha
—z
un andamento del tipo
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e

Figura 3.3: Somma delle funzioni

Nel limite termodinamico V' — oo si trova per z l'espressione

3
1 se )\— > 2.612 — T<T,
v

(3.3.6)
A3 A3
soluzione di g3/9(2) = — se — < 2.612 = T>T,
v v

Calcoliamo adesso la frazione di condensato, ossia il valore di (ng)/N-:

0 per T > 1T,
(no) _ (no)

v
— = —U = 1 —_ Fg3/2(z) = v (3.3.7)
1— Fg3/2(1) per T > T,

Quindi al di sopra della temperatura critica, lo stato fondamentale non & macroscopicamente popolato.
Per T' < T, si ha
(ng) v v T\*?

Ve

Quindi 'andamento dell’occupazione dello stato fondamentale ¢ del tipo
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Mp

T

1 Te

Figura 3.4: Grafico della frazione di condensato (ng)/N in funzione della temperatura normalizzata T /T,

Come sarebbero cambiate le cose se avessimo modificato ’equazione aggiungendo a mano anche la
popolazione del primo stato eccitato, cioe

1 1 <TLO> <n1>
o FQ3/2(2) + v + v

Dalla definizione
i) 1 1 11

= — <
14 Vz—lefer —1 =~ Veba —1
con (ricordando che siamo in una scatola di lato L con condizioni periodiche)

2
4
‘= 2m
2rhn  27h .
= = ———X
P=—7 L

perché il primo stato eccitato ha n = (1,0, 0) (tre volte degenere). Allora

(2L L e
T\ 2m  2m V2/3

Nel limite termodinamico, €¢; — 0, quindi

1 1 11 1 2mVv?2/3 1

Ve —1°VEa v @ Svis 0

Quindi tutti gli stati eccitati, in regime di condensazione, non sono macroscopicamente popolati.

L’equazione di stato per un gas di Bose ideale nel limite termodinamico assume la forma

1
Bp = §95/2(2)

da cui
1

ﬁ95/2(3) per T'> T,

Bp = (3.3.9)
1
FQs/Q(l) per T <T,

Notiamo quindi che in regime di condensazione la pressione non dipende dal volume. Facendo un grafico
nel piano p — V si ottiene il seguente andamento:
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phase transition line

normal phase

BEC | ° 0 T,
phase | /

1
Ve Vie

Figura 3.5: Caratteristica p — v di un gas di Bose

L’equazione dell’isoterma alla temperatura critica (linea di transizione) & data da

1 2rh? 1
Bp = F%/z(l) = p= 7)\*95/2(1)
/\3
Alla transizione, — = g3/2(1), da cui ricaviamo il valore di A che sostituiamo nella relazione precedente

per ottenere ’equazione della linea di transizione:

5/3 _ 2mh? g5/2(1)

m [gs2(1)]/ (3.3.10)

pv

Nella fase di condensazione abbiamo compresenza tra condensato e gas e variando la pressione non varia
il volume, bensi viene favorito il passaggio da una fase all’altra. Definiamo la tensione di vapore pg come
la pressione sulla linea costante. Per un condensato

kT
Po = 5 95/2(1) (3.3.11)

Si ha

dpg ke ax3 1
ar = 95/2(1) bt kT]

[k fomn\*?3 .1
= g5/2(1) /\3+(mk) 57 5/2)\6]

:k‘ 31

- N2 28 2R9s2 )
1

1 [5kT95/2( )}

B T, 5 93/2(1)

dove abbiamo usato la condizione di criticita v, = A\%/gs3 s2(1). Riconosciamo quindi la forma dell’equa-

zione di Clapeyron:
dpo o 1

T = T (3.3.12)
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dove Av & la differenza di volume tra la fase liquida e quella di vapore e L & il calore latente. Per un
condensato, Av = v, e per il calore latente si ottiene I’espressione

1
I ?kTgs/z( )

2 g32(1)

(3.3.13)

L’esistenza di un calore latente ci dice che la transizione di fase gas-condensato & del primo ordine (vero
solo per bosoni non interagenti).

3.4 Quantita termodinamiche di un condensato

L’espressione dell’energia per particella di un condensato e data da

3 kTv

5 3 5795/2(2) T>T.
L= (3.4.1)
N2 3 kTv
5795/2(1) T<T.
mentre quella dell’entropia ¢
5 v
g Eﬁgg,/g(z)—lnz T>T,
— = 3.4.2
Nk 5 ( )

gﬁgs/z(l) T <T.

S
Notiamo che, per basse temperature, — o< 7%/2, ¢ quindi tende a zero in accordo con il terzo principio.

Un’altra importante osservazione ¢ che la fase condensata non ha entropia, ossia per T' < T, I’entropia ¢
dovuta unicamente al contributo della frazione gassosa, definita dal rapporto tra il numero di particelle
negli stati eccitati Ney € il numero di particelle totali:

Nex _ <T>3/2 v (3.4.3)

N T Ve

Allora ’entropia si puo scrivere in regime di condensazione come

S T 3/2

dove s e la densita di entropia del gas, data da

1
s §k95/2( )

= 3.4.5
2 g3/2(1) ( )
confrontando con l’espressione del calore latente si ottiene la relazione L = sT.
Il calore specifico infine e dato da
15 v (2) - 993/2(2) TsT
C, 4 A3 Fs/2 4 91/2(2) ‘ 346
Nk (34.6)

15 v
Zﬁg5/2(1) T<T.

L’andamento del calore specifico & il seguente:

30



|
1
1
|
1
1
|
1
1
|
1
1
|
1
1
|
1
1
|
:
1

al |

Figura 3.6: Andamento di C,/Nk e transizione A

Il calore specifico presenta una discontinuita nella derivata prima alla temperatura critica che, per la
forma dell’andamento, prende il nome di transizione \.

3.5 Gas ideale di Bose in dimensione arbitraria
Per un gas di Bose generico, valgono, indipendententemente dalla dimensione, le due equazioni
BpV =InZ(2,V,T) = — Zln(l — ze Per)
p

1

0
N=zo mZ(EVT) =) g

Per un gas ideale si ha

p|? 2rh
€)= —— = —n
P om’ P L
L’unica differenze & che in d dimensioni si ha n = (ny,ng,...,ng). Allora il limite termodinamico si

esplicita tramite la sostituzione
S
— —2_V [ dpp?!
> = G [

dove Sy ¢ la superficie della sfera d-dimensionale di raggio unitario, data da

47 d=3
27T'd/2
= = = ..1
Si=tam | 4=2 (3.5.1)
2 d=1

Eseguendo dunque il limite si ottiene

o2nd/2 1 d1 > 1
= — “1n(1 = —Bp*/2my _ Zn(1 —
Bp Td/2) @rh) /dpp n(l — ze )=y in(l—2)
ord/2 v 1 z
N= dp p' 3.5.2
T(d/2) (27h)? / PP igmam 1 T 1, (3.5.2)
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Concentriamoci sulla seconda equazione ed effettuiamo la sostituzione

pp? _
2m
_[2mx
PN
d—2
2 2
Prdp _ 4 P Ldp = pi2pdp = ( mx) M

m B B

ottenendo

Vo T'(d/2) 2rh)d \ B z7ler —1  V1-2z
Ricordando che A = \/27h2(/m, il prefattore diventa

N omrd/2 1 om\ @22 /21 1 =z
— = — 3 dz + =

— (Qm)d/2>:<m>d/2:1
(2rh)d \ B 2wh2 /3 Ad

N 1 1 +oeo xd/2-1 1 =z
V‘Fr(d/z)/o P e 1T VI=2

Definiamo, in analogia con il caso tridimensionale

e dunque

1 +oo xu—l
v(2) = == de —— 3.5.3
94(2) I'(v) /0 S ( )
1 e e ¢
=— dz ¥~ (ze™%)
o . 2
¢ 1 e 1,—¢
=) z dz a¥~ e ™ (y = Lx)
241w |
¢ 1 +o0
:Z%F / dyy"~le?
—1 @) Jo
=I'(v)
¢
=3z (3.5.4)
=1
Per z — 1 si ha
o ¢(v) v>1
W)= 5 = (3.5.5)
=1 00 r<1
In particolare, per v =1 g1(z) = 3,0, 2°/¢ = —In(1 — z). Vale inoltre la seguente relazione ricorsiva:
Zagy(Z) = gv-1(2) (3.5.6)
Infine
N 1 1
N _ 1 gapx) 1 2z gap?) n (no) (35.7)
Vo ow Ad Vi—=z Ad 14

L’andamento della funzione per d = 1,2, 3,4 & visibile nel seguente grafico:
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Figura 3.7: Andamento di gq/2(2) per d = 1,2,3,4
L’equazione che determina z e
X () = il (3.5.8)
v \%4

Per d < 2, tuttavia, g4/2(2) non ¢ piu limitata, quindi non & piu valida '’argomentazione che abbiamo
precedentemente usato per d = 3. Concludiamo che per sistemi unidimensionali e bidimensionali non si
puo verificare il fenomeno della BEC, mentre per sistemi di dimensione d > 2 essa puo avvenire. Ponendo
M /v = gq/5(1) definiamo

A 2mh?
Ve = WL = —— (3.5.9)
gay2(1) m(vgas2(1))?/
e la soluzione per z ¢
/\d
1 se - > ga/2(1) (questa parte non esiste per d = 1,2)
z= (3.5.10)
¢ A4
luzi di = — — 1
soluzione di gq/2(2) 5 se —~ < gas2(1)

La frazione di condensato sara quindi

0 per T > T,

v
=1-gas2(2)33 = N (3.5.11)
1- <> per T' < T,

{no) _ (n

0)
N Vv

=2l=

La Termodinamica segue da

1 1
,pr = ng/Z-‘,—l(z) + V ln(l — Z)
—_——
—0
L’unica osservazione che facciamo & che C,, S o< T%? per piccole temperature, e quindi vanno a zero con

T in accordo con il terzo principio.
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3.6 Limite di alta temperatura per d =3

Per alte temperature \3/v = g3 s2(2) < 1 e quindi anche z < 1. Possiamo sviluppare quindi g3/2(2)
ritenendo solo i termini fino al secondo ordine:

)\3 2
— e~z 32 + o(2%) (3.6.1)

z= %3 +o ((A;)Q) (3.6.2)

quindi, al primo ordine,
Al secondo ordine possiamo scrivere

sostituendo questa in (3.6.1) e ritenendo fino al secondo ordine, ricaviamo per b il valore b = —273/2,
Quindi, al secondo ordine, si ha

e (Aj)z o ((ff) (3.6.3)

L’equazione di stato ¢ quindi data da

v v 22
5PU=X395/2(Z):>\3(Z+25/2+~-->

w8 a1 M\ 1
v W) mEt\y) wr
A1

dove il primo termine e proprio ’equazione di stato di un gas perfetto classico e il secondo termine
rappresenta le correzioni quantistiche.

3.7 BEC in una trappola armonica

Consideriamo un potenziale armonico esterno che, fissata un’energia, confini gli atomi entro una certa
regione:
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Figura 3.8: Trappola armonica

L’Hamiltoniana a cui sono sottoposti gli atomi & quella di un oscillatore armonico tridimensionale:

Y p; 1 2.2
H= ; {2m + 5w rz} (3.7.1)

Sappiamo che gli autostati possono essere classificati tramite tre numeri quantici £y, ¢o, 3:

3
Gfa,fb,fc:hw<€1+€2+£3+2>7 £; =0,1,...,00
Essendo i livelli degeneri, possiamo riscrivere tutto in termini di un unico numero quantico £ = £ +/£o+/43:

eg:hw<€+z), (=0,1,...,00 (3.7.2)

L+1)(£+2)

2
della funzione di granpartizione:

con degenerazione gy = . Adesso ricaviamo la statistica del sistema scrivendo il logaritmo

InzZ=- Z In(1 — ze Pen) = — Z W In(1 — e~ Ahw(t+3/2)) (3.7.3)
=0

Nel limite termodinamico, sostituiamo la serie con un integrale e trascuriamo i vari termini addizionali
costanti perché di ordine superiore. Otteniamo percio

1
an:—i/ﬁln (1—26_BFMI) dx Bhwx =y

= dy y*In(1 — ze™¥)

_}wéf!
2

1 (kT (ze7¥
> (i) / e
== dy y?e ™ ny =t
() 53
_ E Biznl/oodtﬁ —t
-\ hw 71n42 0
n= ,
=r(2)=2
KT\ & 20 (kT?
- (M) > 2= (M) e (3.7.4)



Da questa possiamo ricavare il numero di particelle V:

3 3
N=:Zm-n 4 2= (’;Z) =2 u() + (no) = (f.j) gs(2) + (o) (3.7.5)

Dato che g3(1) = ¢(3) =~ 1.202, concludiamo che nel sistema pud verificarsi la BEC a condizione che

3
N — (ZZ) (3)>0 = (ng)#0,z2=1 (3.7.6)

L’uguaglianza nella relazione precedente definisce la temperatura critica

’gj - (Cj(vg)y/g (3.7.7)

Se inseriamo i numeri del primo esperimento del 1995 N = 2-10% atomi intrappolati e laser di frequenza
w = 100 Hz, si trova

kT,
hwc ~ 25 — T, ~ 100 nK

Le frazioni di gas e di condensato sono rispettivamente

Nex _ ¢(3) (KT\* _ (T’
N N \lw/) \T.
() _y (T

N T,

Osserviamo che per eseguire il limite termodinamico in questo caso bisogna fare i limiti N — oo,w — 0
con Nw?® = costante (distanza interatomica fissata).

Trattiamo adesso il caso bidimensionale. Per realizzare un sistema bidimensionale, e sufficiente realiz-
zarne uno tridimensionale in cui in una delle direzioni si abbia w molto grande, cosi che la parabola sia
molto strizzata e complessivamente il sistema non veda per niente quella direzione. Calcoli del tutto
identici a quelli precedenti portano a scrivere il logaritmo della funzione di granpartizione come

nZ = (’;Zf 95(2) (3.7.8)

e per il numero di particelle

2
kT
N=|— z) +(n 3.7.9
(5) )+ ) (379
con go(1) = ¢(1) = n?/6. Quindi, anche in questo sistema pud essere realizzata la BEC (mentre con
condizioni periodiche non era possibile).

In una dimensione invece otteniamo nell’espressione di N un g;(z), che diverge in z = 1, e questo implica
che in una trappola armonica unidimensionale non puo avvenire la condensazione.
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Capitolo 4
Applicazioni della statistica di Fermi

4.1 Gas di Fermi ideale in tre dimensioni

Le equazioni che descrivono un gas di Fermi ideale sono

Bp = f5/)\23(2’) N )
L =Y ) (4.1.1)

1 f3/2(Z) =1 ¢

v 23

con
f32(2) \F/ o= 161_“

Le funzioni f,(z) sono definite per ogni z € RT. f3/5(2) ¢ una funzione monotona crescente e positiva

Studiamone i limiti di alta e bassa temperatura
Per z < 1, ossia nel limite di alta temperatura A\3/v < 1, si pud approssimare

i 22 22 3
J3/2(2) ~ z — 2372 WJro(z )

da cui
A3 B 22 B A3 1 A3
T Tmr T Ty tap Yy
Inoltre in questo limite si ha
—,Bep AS
~ " eP (4.1.2)

(np) = 1 F zePer v

che & proprio la distribuzione classica di Maxwell-Boltzmann (vale sia per bosoni che per fermioni). Per

quanto riguarda l’equazione di stato si ottiene
v 22 v (A1 a1 a%? 1A
Pro =5 (Z 25/2> =N <v 5 ( ) ik () =1t 5my (4.1.3)

Nel limite di bassa temperatura A3 /v > 1, si utilizza il cosiddetto metodo di Sommerfeld: si pone z = e

v=Inz=pu/KT e siriscrive la funzione f3/5(z) come

2 _
f3/2 \f/ e‘z—”—l—l o=y
= ﬁ /0 mdy integriamo per parti

2 9 oo y3/2€y—u
V73 )y Yl rie
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Adesso sviluppiamo y3/2 intorno a v:
3/2 _ 3/2 , 3 1/2 3 _1/2 2
Yyt =v —|—§1/ (y—V)—|—§1/ (y—v)*+--- (4.1.4)

Sostituendo nell’integrale si ottiene

3 3
3/2 120, So1/2/ N2
f3/2(2) 3\f/ (e V+ ) { oY (y V)+8V (y—v)"+ }
. 3 3
__& ETRC I VSO S V. PR B V7 S
3ﬁ/,, (€t+1)2 {u +21/ +81/ +
Adesso, notiamo che f = f+°° — [~2 e, nel limite z > 1, ciot v > 1, si ha [ = o(e™”), quindi
f /Ho e 2y 3 3 e +o(e™)
3/2(% sf (e +1)2 2 8 o\

3
3\/» |:IOZ/3/2+ 2[ w4 8[ w2 } +o(e™)

dove

+oo tnet
I, = /_Oo d e (4.1.5)

Per n dispari, I'integrando in (4.1.5) & dispari, quindi I3,4; = 0. Si ha inoltre Iy = 1,I; = 72/3 e, in
generale, per n pari, I, = (n — 1)!(2n)(1 — 22")((n). In conclusione

ae) = e |22 4 )2 4| 4 of1/2)

4
ENG
4

ENG

Un’analoga procedura porta all’espressione per f5/2(2):

2
(In z)3/2 {1 +

3 (In2)~% 4 o((In z)_4)} (4.1.6)

8 5 572
=— —(In2)"? |14+ —— Inz)~* 4.1.
fopa(e) = m 92 |1+ 2t of(tn2) ) (4.1.7)
L’energia interna di un gas ideale di Fermi ¢ data da
0 3kT 3
E= —%IHZ(Z LV, T) = 238 5 f52(2) = 2pV (4.1.8)

Questa espressione € valida per tutte le temperature e per ogni valore di z. Risolviamo adesso I’equazione

3
)\* = f3/2(2)

nel limite z > 1. Inserendo lo sviluppo (4.1.6) al primo ordine troviamo

N4
v 37w

. _ ve ep ¢ L " Risolv ep si trov
Poniamo z = €% dove e U'energia di Fermi. Risolvendo per si trova

2\ 3/2
(iz) = ggrten”

(In 2)%/2 (4.1.9)

mkT N3
h2 62\ */*
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Riprendendo la definizione della distribuzione di Fermi

1

(np) = eBlep—er) + 1

per T — 0, cioe 8 — oo si ha

0 se €, > €
(np) — =0(ep —€p) (4.1.11)
1 se e, < €p
n_p
1 1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|I:'_F
L E_FI

Figura 4.1: Distribuzione di Fermi a T = 0.

Per un gas non relativistico, €, = p*/2m, possiamo quindi definire un momento di Fermi pp = v/2mer.
La superficie, nello spazio degli impulsi, |p| = pr & detta superficie di Fermi, mentre la sfera |p| < pp &
detta mare di Fermi.
L’energia interna di un gas di Fermi a T' = 0 ¢ data dalla relazione

2 PF 5
p V  A4r 4 Vo oy
E = = _— = — d - -
2_{mley om  (2nh)Eom Jo PP T 4nhdm 5
p [pI<pr
Sostituendo quindi
PF = V2mep
3/2
2
V=N = ( ’Z;F) 672N
otteniamo 3
672N h? 3
E=——|(—) =22 52 =C°N 4.1.12
4m2h3m <2mep> 5( mer) 5 r ( )
Ricordando la relazione (4.1.8) si ottiene 1’espressione della pressione a T' = 0:
2N
=—-— 4.1.13
P=cyF ( )

Vogliamo adesso considerare il termine successivo nello sviluppo di Sommerfeld di f3/2(z2):
N4
v 37w

A2 4 \*3 2 9
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dove abbiamo elevato a 2/3 e usato, nella parentesi quadra, lo sviluppo per z < 1 (1 + 2)* ~ 1+ az,
con z = (Inz)"2 e a = 2/3. Alla luce del risultato che abbiamo scritto per il primo ordine, possiamo
scrivere

AL 1+7T—2(ln )2 (4.1.14)
/A T R -

Poniamo v = In 2z, allora
kKT 12

Utilizzando il processo iterativo che abbiamo gia usato, si ottiene la relazione inversa:
1 72 (kT\?
12 (Sl

2 2
kKTv=kTlnz =¢p [1 _T (kT)
12 (S

2
Ty {1 + T2y 0(@4)}

€F
V= —

— 4.1.1
T (4.1.15)

e quindi

Il regime di ”basse temperature” vuole dire il range di temperature tali che kT <« ep. A basse
temperature allora la distribuzione non ¢ piu una 6:

e/ n

Figura 4.2: Distribuzione di Fermi a temperature diverse.

Passiamo adesso alla termodinamica. Nello sviluppo al secondo ordine di SBp:

sl 18 o, 5 9 o
s e C T A R L

sostituiamo lo sviluppo al secondo ordine di v dato dalla (4.1.15) per ottenere
WV S ()R S (AT b o (kT
KT~ /onp2\3/215y/7 \kT 24 \ ep 8 \ep
(ka)
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da cui ricaviamo ’equazione di stato per kT < ep:

oN [ 5r2 (kT\?]
_ 2 1 bl 4.1.16
PRy |t t <6F ) (4.1.16)
Per I'energia interna invece si ottiene
3. [ 5w (kTN
E=_-N 1+ —(— 4.1.1
A T <6F ) (4.1.17)

Dall’energia interna possiamo calcolare il calore specifico:

C, O(E/Nk) wkT

che € quindi lineare in 7.
Consideriamo adesso il contributo di eventuali gradi di liberta interni (ad esempio, lo spin): ogni livello
acquisira una certa degenerazione g (= 2s + 1 per particelle di spin s) e dunque

V PF 9 gV 3
pI<pr
e quindi ’energia di Fermi diventa
B2 [ 6m2\ %3
— 4.1.19
= om < gv ) ( )

Le altre formule sono identiche, a meno della sostituzione v — gv.

4.2 Gas di Fermi ideale in dimensione arbitraria

Le equazioni di partenza sono le stesse del caso tridimensionale. Passando al limite termodinamico pero,
otteniamo in dimensione d arbitraria

1 2
P= g [ d%p tn (14 zemP/2m) 421
8P = g [ 4w (1426 (421)
A 1 1
S [dp————— 4.2.2
v (27rh)d/ P e /am 11 ( )
Analogamente al caso bosonico,
+o00 27Td/2
dip =s / dp p?—1, Sq =
Jatv=si] an T T(f2)
da cui
1
BP = ﬁfd/Q-i—l(z)
1 1
g ﬁfd/Q(Z) (4.2.3)
con
ST L 3 ”12 124
fd/2(z) = g2 0 _1612 +1 Zl ¢d/2 ( 4. )
Eseguendo gli stessi passaggi del caso 3D, troviamo lo sviluppo di Sommerfeld di fg/2(2):
d(d—2) m
fapa(2) = — d/2(ln z) /2 [1+ 7 (In2)” 2+~-~] (4.2.5)
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Al primo ordine (T = 0), posto z = €’¢F troviamo

ep = 270 (d)”d

2m 84U

All’ordine successivo (0 < kT < fSer)

d(d — 2) n2 2/d d—2n2
%:m,z 1—|—(8)7;(1nz)2] 21112[1—!—47;(1112)2

Invertendo ordine per ordine si ha

€F

Inz= L
nz kT

1_d_2£2 ﬂ ’
4 3 (S a)

fd/2+1 (2) 1 Sd+2 d/2+1 d(d +2) m? -2
PP =" :ﬁwd/2+1(d+2)(ln2) P == (lnz)

d/2+1 2
__Sd (Inz) 1 d(d+2) ﬂ—(ln 2)-?
dndl? 1+ dJ2 s 3

L’equazione di stato segue pertanto dalla relazione

_ fappn(2) _ (Inz)?2tt 1 dm® o

d 2 ]

Allora

1
14+ ="—(lnz)"2+...
1+d/2[+23(“) i

e 1 7 (RN dt2
kT 1+d/2 3 \er 4

Da quest’espressione possiamo calcolare l'energia interna E = dPV/2:

d/2 2 d+2 (kT\?
E= Nep [1+ 2272 (52 4o
1+d/2 EF[ T3 (ep> * ]

=Inz

Mentre per il calore specifico otteniamo

¢, O(B/Nk) drkT

Nk 8T 6 €r

4.3 Magnetismo

(4.2.6)

(4.2.7)

(4.2.8)

(4.2.9)

(4.2.10)

(4.2.11)

Consideriamo un sistema statistico in presenza di un campo magnetico esterno h. Il sistema acquista

una magnetizzazione M lungo la direzione di h. Definiamo la suscettivita magnetica come

_ oM
= on h=0

(4.3.1)

A seconda del segno della suscettivita distinguiamo due fenomeni: diamagnetismo per x < 0 e parama-

gnetismo per x > 0. Per h = |h| sufficientemente piccolo, vale la risposta lineare:
H=Hy—-VhM

da cui

M=—(——) Teorema di Hellmann-Feynman
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In particolare,

InZ

M = kT éu ensemble canonico
oh V TV
0 InZ

M=k 222 ensemble grancanonico
oh Vv T,V,N

L’effetto del campo magnetico sul nucleo & trascurabile, in quanto il momento magnetico intrinseco del
nucleo & 102 volte piul piccolo rispetto a quello degli elettroni. Tutto il magnetistmo pertanto dipende
dagli elettroni. Gli effetti di un campo magnetico esterno sugli elettroni sono due:

1. Gli elettroni si muovono su orbite quantizzate (livelli di Landau) = DIAMAGNETISMO
2. GIi spin tendono ad allinearsi con il campo magnetico = PARAMAGNETISMO

4.4 Diamagnetismo di Landau

Teorema 4.4.1. In Meccanica Classica il diamagnetismo non esiste.

Dimostrazione.
La forza sugli elettroni esercitata da un campo magnetico h & data dalla forza di Lorentz, F;, = ev A h.
Il lavoro compiuto dalla forza e di conseguenza

L=Fp-v=e(vAh)-v=0
Se il lavoro € nullo, la variazione di energia dovuta a h & AE = 0 e pertanto

0H

H=(50)

=0
O

Per avere diamagnetismo c’e¢ bisogno della Meccanica Quantistica. Consideriamo un elettrone in
campo magnetico esterno. Trascurando lo spin, ’'Hamiltoniana del sistema &

H= % (p+ ZA)2 (4.4.1)

Sia h = (0,0, h) e scegliamo per il potenziale vettore la gauge A = (—yh,0,0). Allora

1 eh \?
H=— K z—y> +py + P2
m C b

Notando che H non dipende dalle coordinate z, z, possiamo cercare una soluzione dell’equazione di
Schrédinger della forma

(4.4.2)

—tkyx—ik,z

Y(z,y,2) =€ o(y) (4.4.3)

con p, = hk,,p, = hk,. L’equazione per ¢ ¢ dunque

1 eh \* P2 R2k2
[ (hkx - cy) + L+ ] o(y) = Ep(y)

2m 2m 2m

2 2
B L (e bk,
lQm * 2" (mcy m ()

Il
N
&
|

St

N o

S

N———
—

Siano adesso

wo = — (4.4.4)
me
hk. he
= - %k, 4.4.5
Yo mwy  eh ( )



L’equazione diventa quindi

2m 2 2m

2 21.2
L yo)Q] py) = <E o k) () (4.4.6)

Riconosciamo quindi che ¢ obbedisce all’equazione di Schrodinger di un oscillatore armonico, i cui livelli
energetici sono noti e dati da

1
€j = hwg (j+2>, 7=0,1,... (4.4.7)
Essendo quindi E — A%k?/2m = ¢, troviamo infine I’espressione per i livelli energetici di Landau:
K2 k2 1
E; = 2 thw g+ = 4.4.8
) (445)

Se la particella si trova in una scatola di lato L = V'/3 con condizioni periodiche al contorno, allora k,
¢ quantizzato:

—ny (4.4.9)

ma non tutti gli n, sono possibili. La coordinata gy che abbiamo definito € vincolata a stare nel sistema,
i.e. yo € [0, L]. Possiamo quindi scrivere

he he 27
=% =0h eh L "

da cui segue n, > 0 e inoltre

eh L?

dove g & la degenerazione dei livelli di Landau. Notiamo che g oc L?, infatti abbiamo una superficie di
orbite degeneri (una direzione ¢ fissata dal campo magnetico).

Dimostriamo adesso che i livelli di Landau sono l'origine fisica del diamagnetismo. Scriviamo la funzione
di partizione di un gas di elettroni senza spin nell’ensemble grancanonico:

Z:H(l—i—ze‘ﬁs*), A= {p.,j,a}

A
dove o = 1,..., g conta la degenerazione. Prendendo il logaritmo otteniamo
g oo _
Z =33 n(1+ze )
a=1j=0 p-
L [N Be(p-5)
— g —Be(pz,j
=95~ ; dp. Z In (1 + ze )

Jj=0

Mentre il numero medio di particelle &

) gL > +oo 1
N=z—InZ=-"-— dp, ————————
282 " 27771],20/0 p 2= LleBe(p=2d) 11

Da questa espressione dovremmo in linea teorica ricavare z in funzione di N, la qual cosa e piuttosto
complicata. Possiamo tuttavia studiare il limite di alte temperature T' — oo <= 2z — 0. Allora, al
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primo ordine

nZ= ngi/%o dp e~ B /2m+hwo(3+1/2))
27h =0 0

[e%e) “+o0
_ gL . efﬁhwo(j+1/2)/ dp 6*18?2/2771
2h 4 0
7=0
gL 2rm 1 e Phwo/2
=, -
21h B 21— e Phwo
gLz e7* Bhwo
e — xr =
A 1—e 22’ 2

Nel limite di alta temperatura sara anche x < 1, quindi sviluppiamo

e " 1 1 1 1 x?
= = ~ ~ —(1—-— 4.4.11
1l—e™22 e —e % ginha < $3) 2z ( ) ( )
2({x+ —

Allora

2
mz~9Ll (T
A 2z

_zL eh L 1 L
"\ he 2m . eh

_ AV 1 (e
DY 24 \ kT

che al primo ordine coincide con il risultato classico. Per quanto riguarda la magnetizzazione, si ha

V=1L (4.4.12)

Oz  z kT K2 Owp

M = SV = " 21 T2 B
oz 1 K2 9 eh e
A3 24 kT meme
= —h—— <eh>2 = xh (4.4.13)
3ETX3 \ 2mec

N
dove x ¢ la suscettivita magnetica. Per eliminare z, usiamo la formula classica: z = )\BV' Quindi

N [ en\?
= | — 4.4.14
X 3KTV <2mc> ( )

Notiamo che x < 0, in accordo con il fatto che stiamo trattando il diamagnetismo e che y oc T71, in
accordo con la legge di Curie.

4.4.1 Effetto De Haas - Van Alphen

Il limite di basse temperature ¢ difficile da trattare. Consideriamo solamente il caso T' = 0, in cui avviene
il cosidetto effetto De Haas-Van Alphen. Faremo due assunzioni:

1. T =0, cioe kT < hwy.

2. La terza dimensione Z non esiste.
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I livelli energetici sono quelli di Landau con p? = 0 (temperatura nulla): €; = hwo(j + 1/2) = 2uoh(j +
1/2), dove

_ eh
Ho = 2me

(4.4.15)
¢ il magnetone di Bohr. La degenerazione dei livelli sara

h 2mnhc N
g h() ) 0 e ) n 12

dove n ¢ la densita dimensionale e hy € il valore del campo magnetico per cui, se h > hg, tutte le particelle
sono nello stato fondamentale (infatti g > N). Allora, per calcolare I’energia dello stato fondamentale
dobbiamo distinguere due casi: se h > hg, per quanto detto, Ey = Neg = Npugh. Se h < hg, alcune
particelle devono andare negli stati eccitati. Supponiamo, senza perdere generalita, che h sia tale che i
primi j livelli siano completamente occupati, il j + 1-esimo lo sia parzialmente e quelli da j + 2 in poi
non siano occupati. In questo caso g(j +1) < N < g(j + 2), che si puo scrivere come

= <— (4.4.16)

In questo caso ’energia dello stato fondamentale sara

j
Ey = gzﬁi + [N =+ 1)glejt1

§<j+1>2];ff+<N‘”“>Jf¥L> (ﬁg)}

= pghN [(27 +3) + o (G+1*=(G+1)(25+ 3))}

= ughN [(23' +3)+ h%(j + 1)+ 2)} (4.4.17)

Per la magnetizzazione otteniamo di conseguenza

— N h > hg
o L(_ 9B\ _ _ndk _
SV R N O {2('+1)('+2)h (2'+3)} SIS
n A -
S I I
(4.4.18)
Per quanto riguarda la suscettivita, abbiamo
0, h > hg
= 4.4.19
X 2uon 1 < i < 1 ( )
ho ’ i+2 “hy j+1
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Figura 4.3: Magnetizzazione nell’effetto de Haas-Van Alphen.
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Figura 4.4: Suscettivita magnatica nell’effetto de Haas-Van Alphen

4.5 Paramagnetismo

Il paramagnetismo consiste nell’allineamento degli spin in presenza di campo magnetico, quindi lo spin
non puo essere trascurato. L’Hamiltoniana di una carica avente spin 1/2 in presenza di campo esterno
he

1

H= - (p - §A> —pupo-h (4.5.1)

Seguendo lo schema di Pauli, trascuriamo A e scegliamo ’asse z lungo h: i livelli energetici saranno

dunque
p?
€p,s = % — S,LLbh, s==l1 (452)

Essendo fermioni, i numeri di occupazione possibili saranno n, s = 0,1. Allora 'energia media e il
numero medio di particelle si scriveranno come

2 2
p p -
#- Lo = [ e) i (o] e
p,s p

N=> ne=> (nf+n,)=Ny+N_ (4.5.4)
p,s p
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La funzione di partizione & quindi

Zn = Z exp [ﬂ (Z %(n; +n, ) — puph(Ny — N_)>] (4.5.5)

{ny 1. {ns} P

con il vincolo z:p(n;)Ir +n,) = N. A questo punto fissiamo N, e sommiamo su tutti gli n tali che
n;f = N e solo dopo sommiamo su N,. Allora

p° P’
_BZM”X] > exp [—ﬁzmn;]
r

P

Zn = i ePrBh(2N+—N) Z exp

N=0 {ni} {np} p
N
— ¢~ BuBhN Z e2BrBhNy ZJO\/+ Z?vaJr
Ny=0
N
— ¢~ BuphN Z el2B1oh Ny —BFo(N4)—pfFo(N—Ny)] (4.5.6)
N, =0

dove ZIOV indica la funzione di partizione di N particelle senza spin e Fy(N) & P'energia libera associata
ad essa. Notiamo che

N

1 1

i InZy = —Bugh + N In NZO 2BrBhN —BFo(N4)—BFo(N—Ny)
=

Sia N il valore di Ny che massimizza la somma:

LnZy = B(N)

F(N) = uph (27; - 1) ~ CIRNL) + RN - Ny)]

Allora il massimo di Zy corrisponde al minimo di f(Ny):

_ /!
L[ gy 0P| _0R(-N)
N |y ¥, ON' |y _x, ONT |y,
da cui o o
2pph = po(N ) + po(N — N4) (4.5.7)

dove pig ¢ il potenziale chimico di particelle senza spin. Dalla (4.5.7) siamo in grado di determinare N |,
che ci consente di calcolare la magnetizzazione come

M= ”73(2N+ ~N) (4.5.8)

2N\ 23 K2
67TV > —— all’ordine zero, mentre all’ordine 72:

Se kT < e, allora pio(N) = ep(N) = < o

72 (kT\?
o(N) = ex(N) [1 - () (45.9)
€F
In questo limite, ’equazione (4.5.7) diventa
2uph = er(Ny) (N —Ny) 7T—Z(k;T)? L ! (4.5.10)
ppt = eptiit) —eF 712 Z(N,)  &(N—Ny) o
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Introduciamo la polarizzazione r, definita come

N,
=2— -1 4.5.11
r=2-d (45.11)

In termini di polarizzazione, la magnetizzazione si scrive M = pupNr/V. Inoltre, la (4.5.10) diventa
2ugh 2 (kT
e Ay R € E B R CE iy el [(1 +r)73 (1 - r)-ﬂ
€r 12 €r

A T =0 il secondo termine si annulla:

2
(14 )2/ — (1= )2/ = 2B
€F

Per kT < ep sviluppo le potenze in serie, ottenendo al primo ordine

3,LLBh
r=—

= 4.5.12
5 r ( )
mentre, per la magnetizzazione e la suscettivita
3 LN
M=- h
2 EFV
3uiN
=2 4.5.13
X=57 ( )

Notiamo che xy > 0, in accordo con il fatto che stiamo trattando il paramagnetismo. Infine, osserviamo che

N
per T — oo, sostituendo u(N) = kT In(A3N/V) nella (4.5.7), ritroviamo il risultato classico y = — 2.
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Capitolo 5

Transizioni di fase

Le transizioni di fase definiscono un cambio macroscopico di un sistema al variare di un parametro
esterno. A parte la transizione di fase di un condensato di Bose-Einstein, tutte le transizioni di fase
necessitano di interazioni.

Rigorosamente, una transizione di fase ¢ caratterizzata da una singolarita, nel limite termodinamico, in
un potenziale termodinamico, ad esempio F' = U — T'S oppure G = H — TS.

Classificazione di Ehrenfest: se tutte le derivate di F' (o di G) fino all’ordine n — 1 sono continue
e la derivata n-esima ¢ discontinua, allora la transizione ¢ di ordine n.

5.1 Transizioni del primo ordine

Le transizioni del primo ordine sono caratterizzate da una discontinuita nella derivata prima dei potenziali
termodinamici al variare dei parametri esterni 7" oppure p:

oF
_<6T>V_S

oG
—_— =V
<5’p>T

Quindi una discontinuita nell’entropia oppure nel volume segnala una transizione di fase del primo ordine.
Se chiamiamo 1 e 2 le due fasi, dato che G ¢ continuo, deve essere

dG(1) =dG(2) =  —S$1dT + Vidp = —S,dT + Vadp

da cui q g g I
p 2 — 01
. = 1.1
dT Vo—W1 TAV (5.1.1)

Ritroviamo quindi 'equazioni di Clapeyron (L & il calore latente).

5.2 Transizioni del secondo ordine

Le transizioni di fase del secondo ordine sono caratterizzate da derivate prime continue dei potenziali
(quindi entropia e volume continui), mentre le derivate seconde sono discontinue. Ad esempio

O*F
Ov B _T <>
ar? ),

__l/oc
Ty op? )

Le transizioni di fase del secondo ordine sono connesse con il fenomeno della rottura spontenea di simmetria
e con la crescita continua di un parametro d’ordine.

50



5.3 Modello di Ising

Consideriamo un reticolo d dimensionale in cui vi siano N siti. Ogni sito e caratterizzato da una variabile
di spin s; che puo assumere i valori +1. L’Hamiltoniana del modello &

= —JZ 5i85 — thl (5.3.1)
(4,5)

dove J ¢ l'accoppiamento tra le variabili. Se J > 0, si vede chiaramente che il termine di interazione
favorisce ’allineamento degli spin. La somma e estesa sui primi vicini. A € un campo magnetico esterno
(di tipo Zeeman) ed & diretto lungo la direzione degli spin.

Il modello di Ising presenta una fase ferromagnetica, caratterizzata da un valore finito ed uniforme della
magnetizzazione m = (s;), anche in assenza di campo magnetico esterno. Esistono soluzioni esatte per
il modello di Ising in una e due dimensioni, mentre in tre dimensioni non esiste una soluzione esatta.

5.3.1 Approssimazione di campo medio
Scriviamo la generica variabile di spin come
Si = {(8i) + (s; — (si)) =m~+ (s; —m) =m + ds; (5.3.2)

e sostituiamo questa espressione nell’Hamiltoniana:

H = —JZ(m—i— (si =m))(m 4+ (s; —m)) —thi

=—J Z(m2 +m(s; + 55 —2m)) — JZ ds;08; — thi
(4,9) i,J @

Nell'ultimo passaggio abbiamo isolato i termini lineari e quadratici in s;. Sia adesso z il numero di
coordinazione del reticolo (ossia, il numero di primi vicini a un sito). Le somme non sono pill accoppiate
e si puo scrivere

H:—le —zm2—|—2mzs thl—JZ(SszésJ

(i,9)

:_JZ(——m —|—mzs) —thl—JZ&s Js; (5.3.3)

(1,5)

11 fattore 1/2 nella prima somma fa si che le coppie vengano contate una volta sola. In approssimazione
di campo medio si trascura quindi I'ultimo termine, ossia si assume che

(0s;0s5)  (0s; (5sj>

= <1 approssimazione di campo medio (5.3.4)
(si)(s;) m?

Allora

NJzm?
Hyr = _Zsiheff +—

5 (5.3.5)

heg = Jzm + h

hest rappresenta il campo medio prodotto dagli altri spin sullo spin i-esimo. Hyp € I’Hamiltoniana di un
paramagnete immerso in un campo medio heg. Possiamo dunque calcolare allo stesso modo la funzione
di partizione:
Zn(T,m, h) = Z B sihest—NJzm?/2) _ ,~BNJzm?/2 (eﬁheff +6—ﬁheff)N
s;i==+1
= e PNT=m* /219 cosh (Bheg )| (5.3.6)
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da cui otteniamo )

F=—kT'lnZy = NJZ% — NETIn [2 cosh(Bher)] (5.3.7)
Per trovare la condizione di equilibrio dobbiamo minimizzare F rispetto a m per dati T e h:
oF
0= F NJzm — NJztanh(Bheg) (5.3.8)
m

Questa equazione & equivalente all’equazione di autoconsistenza per il valor medio di s;:

Zs~: Sieﬁsiheff
m = (s;) = Zl +1 e = stanh(Bheg) (5.3.9)
si==%1 ’

Andiamo a studiare I’'equazione (5.3.9) per h = 0 (in modo da far emergere il comportamento ferroma-
gnetico). L’equazione da risolvere ¢ pertanto

m = tanh(B8Jzm) (5.3.10)

m

.p' rJ"ZI

Figura 5.1: Plot dell’equazione di autoconsistenza m = tanh(am) per o > 1,a < 1,a = 1.

Notiamo immediatamente che per SJz < 1, esiste una sola soluzione dell’equazione di autoconsisten-
za, cioé m = 0, mentre per $Jz > 1 vi sono tre soluzioni, m = 0, +m(f). Questa osservazione ci permette
di definire un valore critico della temperatura 3. = (Jz)~ !, cio¢ kT, = Jz tale che per T > T si abbia
la sola soluzione m = 0 (fase paramagnetica), mentre per T' < T, si abbiano tre soluzioni m = 0, £m(T")
(fase ferromagnetica).

Calcoliamo adesso la suscettivita magnetica per T > T,:

dm d d
X(T) =N ﬁ - =N @tanh[ﬁ(t]zm-i-h)] o ~ N ﬁ[ﬁjzm—i_ﬁh] heo
ey dm _B
= J=N h:O+N5_ 7 + NB
da cui
N N
X(T>T.) = = 575 = BT =T (5.3.11)

La suscettivita diverge per T — T, cioé vicino alla transizione di fase basta una piccola variazione del
campo magnetico per ottenere una grande variazione della magnetizzazione.
Studiamo quindi com’e fatta I'energia libera vicino al punto di transizione. Sia in fase ferromagnetica
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che in fase paramagnetica, per h = 0, m(h) < 1. Possiamo sviluppare quindi ’energia libera per m — 0

2
F(T,h=0,m) = Nsz7 — NET Infcosh(BJzm)] — NKT'In2

(m2 kT J 2 J 4
~ NJz _”;—JZ((B ;m) _ 8 1227”) >}+O(m6)
_ _m2 B ﬁ 3m4
= NJz B <1_Bc>+<6c> T

/T m2  mt
~ N — 1) — + = 6 .3.12
Jz_(TC ) 5 +12}+(’)(m) (5.3.12)

Questa ¢ la forma dell’energia libera di Landau, che € tipica di qualunque fenomeno in cui avvenga rottura
spontanea di simmetria.

Fim,0,T)

N\

-mi(T)

1
miT)

T=T

Figura 5.2: Energia libera di Landau per T > T, T = T, T < T..

Per T' < T,, m = 0 & una soluzione instabile (massimo locale), mentre +m(7T") sono soluzioni sta-

bili degeneri. Il sistema sceglie spontaneamente uno dei due minimi (rottura spontanea di simmetria).
Minimizzando F' troviamo

0 T>T1T,

oF T m>

5.3.13
s +4/3(1 r T<T, ( )
— i < ¢
Calcoliamo le varie quantita termodinamiche vicino alla transizione:
e Energia libera.
0 T>T,
F+ NETIn2 = 3 (5.3.14)
—ZNJZT2 T<T,
dove T =1-T/T.,.
e Entropia.
oF 3Nk
e Capacita termica.
cC 0§ 3Nk
T or o, 0(T.—1T) (5.3.16)
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Notiamo che F e S sono continue, mentre C' = T9?F/JT? & discontinua, dunque si tratta di una transi-

zione di fase del secondo ordine.
Consideriamo adesso h # 0. La simmetria si rompe: il caso con m parallelo ad h sara favorito ri-

spetto al caso antiparallelo. I due minimi degeneri non lo sono piti.

Nel caso h = 0, sviluppando F' per m piccolo, ottenevamo l’espressione (5.3.12), invariante per m — —m.
Se adesso sviluppiamo l’energia libera per m, h piccoli, otteniamo la seguente forma
T 2 4
Fe (T - 1> % + % — hm + cost(h)m? (5.3.17)

che non ¢ piu invariante per m — —m.
Per T' < T, abbiamo sempre tre stati stazionari, di cui un massimo e due minimi inequivalenti (un

minimo ¢ stabile e ’altro ¢ metastabile.

i
m

A
#
m

Figura 5.4: Energia libera di Landau per T > Tt nel caso h = 0 (tratteggiato) e h > 0 (rosso).
Per T > T, e per ogni valore del campo magnetico, m(T, h) & single valued, mentre per T < T, &

triple valued. L’esistenza del minimo metastabile ¢ legata al fenomeno dell’isteresi.
Notiamo che per T < T., m ha una discontinuita che vale 2m(T) in h = 0; essendo m = 9OF/0h,

concludiamo che se h # 0 abbiamo una transizione di fase del primo ordine, che diventa del secondo

ordine per h = 0.
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5.3.2 Campo medio in teoria di campo

Cerchiamo di ricavare I'equazione di campo medio in un modo alternativo. Usiamo due strumenti
matematici:

e Trasformazione di Hubbard-Stratonovic. Partiamo dall’osservare che, se a > 0,

oo 2 2
/ d¢ e—(b [2a+s¢ _ L /2\/%

— 00

Estendendo a piu variabili, sia A una matrice simmetrica N x N definita positiva, allora

+oo
/ (H d(bi) exp —% Z i ( ” ¢; + Z 8; P 27T)N/2 det Aexp Z 5iAij8;
—o0 i i

(5.3.18)
coni,j=1,...,N.

e Metodo di punto sella. Sia

b
I:/ eN9®) g

con N > 1 e g(z) funzione che abbia un solo massimo T € [a, b]. Espandendo intorno a z:

o) = 9(7) + g @)~ )+ 3 " @) 7 4
pnryl o

Allora
b
[~ oNo@ / da e~ Ng" @|@—5)/2

“+oo
~ No(@) / da e~ N1o" @)|(@—7)?/2

- 1/2
_ No@) (__27 3.
(7em) (5319
InI ~ Ng(Z) + O(ln N) (5.3.20)

La funzione di partizione del modello di Ising puo quindi essere riscritta introducendo un campo
ausiliario ¢;:

2= e F Ry i tO T sk
{s:)

+oo
83T (pi—he)(¢5—hy) eBdisi
(27rkT)N/2\/det / (H d¢“> ’ 11 Z

i 8=

“+oo
5y 1
dey 522, (T )i (di—hi)(d;—h;)+32, In[2 cosh(B¢)] (5.3.21)
(27rkT)N/2\/det / (H >

dove abbiamo usato la matrice N x N:

—J, se 4, j primi vicini
Jij = (5.3.22)

0, altrimenti

Notiamo che possiamo scrivere

SUSUEE
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dove C = 1/[(27kT)N/?\/det J] e
(65 hi) = 5 S0 )01 = ha)(0 = hy) = 5 3 Inf2cosh(30)] (5.323)

0,J
e una sorta di azione in teoria di campo. Usiamo quindi ’approssimazione di punto sella:
Z ~ CeP8@ihi)

¢, & determinato da

os
09,

== (I ij(¢; — hy) — tanh(Be;) =0

& —hi = — Z Jij tanh(B¢;)
J

Se h; = 0 per ogni %, allora la soluzione ¢, deve essere uniforme, cioe ¢, = ¢ per ogni ¢ e deve essere tale
che

¢ =- Z Jij tanh(8¢) = Jz tanh(B¢) (5.3.24)
J
in quanto contribuiscono solo i primi vicini. Possiamo quindi calcolare la magnetizzazione:
InZ dS(o;, h;
m:<8i>:kTan :—75((2517 )
Oh; |h,—o dh; hi—0
= =D (J7ié; = tanh(59) (5.3.25)

J
Mettendo insieme quindi le due equazioni che abbiamo trovato:
m = tanh(3¢)
¢ = Jztanh(B¢)

otteniamo infine

¢
= — 3.2
m= (5.3.26)
5.3.3 Funzione di correlazione e suscettivita
La funzione di correlazione & definita come
9?lnZ d2S(¢;, hy)
Tyij = (sis5) — (s:)(s;) = (kT)? = kT ——— 3.2
i = (sisj) — (si)(s;) = (KT) ahoh; |, Thadhy |,y (5.3.27)

I';; € invariante per traslazioni, quindi I';; = I'(r; — r;). Possiamo quindi definire una trasformata di

Fourier come _ )
T(q) = ) T(r;—ry)e ' aimm) =N "1 eiaion) (5.3.28)
J

r;—rj;

In generale, se

bi = Zfijaj e a; = Z(Fil)ijb]‘
J J
si ha

b(a) = Z bie =t = Z Fijaje_iq'”
i i

_ § I‘ijaje—iq(ri—!‘j)e—iq!‘i

)
=) Lye Ty " aze™' 9% = T(q)a(q)
i J
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e l'inversa a(q) = I'"!(q)b(q). Confrontando si ottiene I'"!(q) = . Possiamo quindi scrivere (d ¢ il

L
['(q)

numero di dimensioni del sistema):

—iq-(r;—r; 1 —iq-(r;—r;
I(q) = Zrije farriry) — N,Zrije iq-(ri—r;) (5.3.29)
J i,
¢ d
d%q ia(rs—1s
T, — / I'(q)eari—rs) 5.3.30
J BZ (27T)d ( ) ( )
dove BZ indica la zona di Brillounain. Useremo anche
d’q iq-(ri—r;)
dij = / (27r)de J (5.3.31)
d’q i (ri—x;)
R (ri—r .3.32
1= [ @ (5332
Sapendo che
m={s0) = _dS(dgii; ") tann (56,
possiamo scrivere
d(s;) d - B d¢;
Bl = — = — — tanh(8¢;) =0 — (5.3.33)
J dh; ho dh; h—o cosh’(8¢) dh; o
Dall’equazione di punto sella
hj =¢;+ Y Jjj tanh(Be;,)
j/
ricaviamo dh )
de; cosh”(8¢;)
Invertendo la (5.3.31) e usando la (5.3.32) otteniamo
_ dh. _ B
(T™1);; = cosh®(B¢) —~ = cosh?(8¢) {(51-' + J} (5.3.35)
’ dg; 15,=0 7 cosh®(89)
Trasformiamo quest’ultima espressione con Fourier:
]. - 2 — _
Q@ cosh”™(B¢) + BJ(q)
e quindi
1 1/ cosh?(8é
cosl(39) +6I(a) g, B
cosh®(5¢)J (q)
Lo/B
— 5.3.36
1+ FOJ(q) ( )
dove 5
Ty = ——5— = B(1 — tanh?(¢) = B(1 — m? 5.3.37
0= o(39) B( (Bo) = B( ) ( )

per 'equazioni di autoconsistenza. J(q) contiene tutte le informazioni sul reticolo. Valutiamo questa
quantita per un reticolo d-dimensionale ipercubico. Dalla definizione

1 i (10 —1s
J(q) = N ZJijeTQ( i—Tr;)
,J
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J;j € non nullo solo se |r; —r;| = a, passo reticolare:

d d

-J Z(ei’qa"’ +e M) = 2] Z cos(gqa) (5.3.38)
a=1 a=1

Per piccoli ¢ = |q|, cioé ga < 1 si ha

J(q) ~ —J(2d) —|—JZ 2a® +o(¢*) = —Jz + Jg*a® + o(¢*) (5.3.39)

Questa espansione & vera in generale, a patto di definire bene a. Per I'(q) invece lo sviluppo porta a

kT kT
I'(q) = ~ —= (5.3.40)
— 4 J _ 242 4
Ty +J(q) T2 ;sz +Jq%a% + o(q*)
Per T ~ T., m? < 1, quindi
I(q) = kT B kT 1
V= W@ =T + Jg%a® + kTm2 + o(¢h,m*) k(T — T,) + kT'm? Ja?

1 2 4 4
T RT =Ty s e ToldhmY)

I'(q) assume una forma universale, detta forma di Orstein-Zernike:

const

IN'q) = ———= .3.41
(@)= [ o (5.3.41)
dove £ & detta lunghezza di correlazione (assume valori diversi a seconda che T' < T,):
e SeT >T,. alloram=0¢e
&= J7a2 (5.3.42)
B k(T - Tc) o
che diverge per T' — T.
e SeT < T, allora
€2 = Ja? (5.3.43)
k(T —T,) + kTm? e
per T — T. m? ~ 3(T. — T)/T, quindi
Ja?
2
~ 5.3.44
¢ 2k|T — T, ( )
e anche questa forma diverge per T' = T..
La funzione di correlazione si scrive allora come
ddq , d%g const e~ Irl/e
_ qQr __ q-r
I, = / (ZW)dF(q)e = / o) 118 q2€26 X Gz (5.3.45)

& rappresenta quindi la distanza tipica in cui il sistema & correlato. Alla temperatura critica, £ — oo,

T(q) ~1/¢% e X

r o</ddq eiq-r B ,rd—2’
r =

PR
Inr, d=2

d>2

Il caso d = 2 & una patologia del campo medio, quindi non lo considereremo mai. Nel limite r — oo,

I's — 0 e quindi

(sis5) — (s4)(s5) =0 — (sisj) = m?

da cui emerge un ordine a lungo raggio del sistema.
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5.3.4 Suscettivita

La suscettivita ¢ data da

Nel caso specifico si ha

X = ﬂZ(<5i3j> — (si)(s;)) = B> _Tij = NBT(q =0)

0
N

_Y a7

N WT —T,) - e
_ _ 5.3.46
(T — To) + kT'm? N (5.3.46)

L S

T — T, < e

Notiamo che la suscettivita diverge a T' = T, per entrambe le fasi.

5.4 Teoria di Landau-Ginzburg

Questa teoria si basa sull’espressione di Landau per 'energia libera, F = Am? + Bm* — hm, che viene
assunta come tipica per le transizioni di fase del secondo ordine.
L’idea di Landau si fonda sulla simmetria del sistema e sul fenomeno della rottura spontanea di simmetria:

e La fase di alta temperatura e caratterizzata da un certo gruppo di simmetria G, le cui trasformazioni
lasciano il sistema invariato (nel caso del modello di Ising, I'inversione degli spin).

e La fase di bassa temperatura ha invece un gruppo di simmetria G’ C G dovuto all’apparizione di
un ordine (Ising: ordine ferromagnetico).

La ”riduzione” di simmetria ¢ accompagnata dall’apparire di un parametro d’ordine che non possiede
tutte le simmetrie di G. Nel caso del modello di Ising, il parametro d’ordine & la magnetizzazione m. 11
gruppo di simmetria & Zo = {I, P} (identitd + inversione degli spin), per cui m non & infatti invariante.

5.4.1 Teoria di Landau-Ginzburg per il modello di Ising

Introduciamo innanzitutto il concetto di coarse-graining. Consideriamo nel reticolo una celletta d—dimensionale
di lato Ly contenente N, spin. La regione & centrata nel sito r; e la indichiam con Ay(r). Definiamo a
questo punto

m(r) = J\lfbie;(r)<8i> (5.4.1)

Per N, molto grande, la funzione m(r) & continua. L’energia libera di Landau-Ginzburg si scrive allora
come

F(m(r),h,T) = Fy(h,T) +/ddr {?mz(r) + gm‘l(r) — h(r)m(r) + g(Vm(r))2 (5.4.2)

dove il termine in k tiene conto delle fluttuazioni di m(r) e
a=Z (L4
ad \ T,
Jz
3ad
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Giustificazione e calcolo di &
Cerchiamo di minimizzare F rispetto a m. Questa volta pero si tratta di una derivata funzionale:

o _ OF _OF OF

- - - ¢ —_— = — 2 37
=5 = am m EV*m + Am + Bm° — h (5.4.3)

Confrontiamo questa con ’equazione di punto sella:

51; =h; — Z Jij tanh(ﬁaj)
J

in cui h; =0 e scriviamo ¢; = ¢(r;). Quindi, vicino alla temperatura critica, si ha

B(r;) ~ —52 Jijb(r;) =B Y o(ri+a)

an.n.r;

dove la sommatoria ¢ estesa sugli a primi vicini (nearest neighbor) ad r;. Espandiamo adesso in a:

o(r;) ~ BJ lzqﬁ(ri) +

_ 0% -
Z a-V¢(ri)+% Z Zauaquﬂri)-i-“'

an.n.r; an.n.r; @

con p,v = {x,y,z}. Il primo termine ¢ nullo (si sommano contributi opposti), mentre nel secondo
sopravvivono solo quelli con @ = v. Combinando questi fatti con l'equazione di autoconsistenza ¢(r;) =
Jzm(r;) troviamo

Jzm(r) = pJ [szm(r) + ;Jz2a2V2m(r)]

—ﬁ — BJa*V?m(r) =
m(r) (1 Bc) BJa*V2m(r) =0 (5.4.4)

ricordando che Jz = 1/8.. Notiamo che questa equazione ¢ identica alla forma di Landau (5.4.3) (con
h = 0 e trascurando m?). Dal confronto si ottiene dunque il valore di k in prossimita della transizione:

k=Ja*>" (5.4.5)

L’equazione e spesso scritta come

A
~V?’m+ —=m =0

k
Si vede che A /T, 1)
z . — 9
—_— L —— 5.4-6
R (5.46)
dove £ e la lunghezza di correlazione. Allora si ha
m(r) — &2V2m(r) = 0 (5.4.7)

5.5 Generalizzazioni del modello di Ising

1. Modello di Heisenberg: in un ferromagnete, lo spin non punta in un’unica direzione. Lo
scriviamo dunque in forma vettoriale s = (s, 52, 83) con s> = 1. L’Hamiltoniana del modello di
Heisenberg sara dunque

H=-J Z Si-S; — Zh -8 modello di Heisenberg (5.5.1)

(4,4) @

2. Modello xy: in questo modello, lo spin ha due sole componenti, s = (s1,s2), s> = 1. L’'Hamilto-
niana ¢ identica a quella del modello di Heisenberg.

60



3. Modello O(n): in questo modello, lo spin ha un numero arbitrario di componenti s = (s1,...,5,)
e 'Hamiltoniana e identica in forma a quella del modello di Heisenberg. Per n = 1 questo coincide
con il modello di Ising, per n = 2 coincide con il modello zy e per n = 3 con quello di Heisenberg.
Casi di particolare interesse sono n = 0, che descrive il modello SAW (fisica dei polimeri) e n = oo,
che prende il nome di modello sferico.

Il gruppo di simmetria del modello & appunto G = O(n), mentre dopo la rottura di simmetria diventa
G'=0(n—-1).

5.5.1 Teoria di Landau-Ginzburg per il modello O(n)

L’energia libera ¢ in generale data da
F= /ddr [k(Vm)? + Am? + B(m®)’ — h - m]| (5.5.2)
dove
n d
(Vm)* =3 > " (9mi)’
i=1 p=1

Calcoliamo i coefficienti A, B tramite la trasformazione di H-S: scriviamo la funzione di partizione

B
z:{ }exp —§Zjijsi-sj+ﬁzh-si (5.5.3)
Si sJ 7

Introduciamo quindi gli n campi (;_5; = (¢}, ..., ¢7) e scriviamo
+oe - B e 1 (7 Béi-s;
z=c [ (T[4 )ew | 5 36 - m) (@ b [ e (5.5.4)
- i i, ios
L’unica differenza con il modello di Ising sta nell’ultima produttoria. Valutiamo quest’ultimo fattore per

il modello zy:

. 27

H Z oBbisi _ H/ d6,eB%i costi — Hzﬂo(ﬁ@-) (5.5.5)
i {si} i 70 i

dove Iy(B¢) ¢ la funzione di Bessel zero. Il nostro potenziale efficace sara adesso In(2wly(8¢;)), che
sviluppato in serie restituisce

z?2 ot
Usando questo sviluppo otteniamo
¢2
Fpy = NJZ? — NET In(2n1y(B0))
N 2
~ ;b (Jz — g) + o(¢?) (5.5.7)

La differenza con il modello di Ising ¢ il fattore 1/2 che compare prima di 8. Questo porta a due
temperature critiche differenti per i due modelli

1
Bl=J = kT = —
Jz
1
=2 = kY=
¢ * ¢ 2Jz

Notiamo che T < T, che riflette il fatto che & pilt facile disordinare una variabile continua (nel modello
xy) rispetto a una discreta (Ising).
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5.6 Rottura spontanea di simmetria

Si ha una rottura spontanea di simmetria quando, data un’Hamiltoniana H[¢] che dipende da certi gradi
di liberta ¢ invariante per un certo gruppo di simmetria G, ossia H[g¢] = H[$] per ogni g € G, lo stato
fisico non é invariante sotto I’azione del gruppo G, dove per stato fisico intendiamo lo stato di Gibbs
e PH oppure lo stato fondamentale in Meccanica Quantistica.
Nella fase in cui la simmetria & rotta, gli stati fisici non sono invarianti, ma trasformano gli uni negli altri
sotto ’'azione di G. Inoltre, non tutte le simmetrie vengono rotte: si passa da una fase con gruppo di
simmetria G ad una con gruppo di simmetria G’ C G, e gli stati fisici sono invarianti sotto 1’azione del
gruppo G’. Ad esempio, nel modello di Heisenberg si passa da G = O(3) a G’ = O(2), ossia le rotazioni
intorno all’asse della magnetizzazione.
La domanda adesso a cui vogliamo dare risposta ¢: perché nel calcolare lo stato di Gibbs e ## i vari
stati non entrano nella somma con lo stesso peso in modo tale che lo stato fisico sia simmetrico? Oppure,
in termini quantistici, perché lo stato fondamentale non ¢ una sovrapposizione di tutti questi stati?
Per rispondere, torniamo alla funzione di partizione delo modello di Ising in presenza di campo magnetico
esterno h:

Z = tr e AHI—h Y s (5.6.1)

Questa non ¢ invariante per Zso, perd per un sistema finito limy_,q Z € invariante per Z, e questo porta
ad una magnetizzazione m nulla. Se adesso eseguiamo il limite termodinamico otteniamo che

lim lim Z (5.6.2)

N—o0co0 h—0

¢ invariante per Zs e quindi ancora m = 0. Apparentemente non dovremmo avere mai rottura spontanea.
Tuttavia, se consideriamo invece

lim lim Z (5.6.3)

h—0 N—oo

questo potrebbe portare ad un risultato diverso dal limite (5.6.2). Il punto fondamentale & che un campo
esterno, seppur piccolissimo, accoppia nel secondo caso infiniti spin. La differenza di energia tra due
configurazioni di spin ”simmetriche” & data da AE = 2hN, e chiaramente c’e differenza tra prendere il
limite A — 0 con N finito e con N infinito. Girare gli spin contro il campo potrebbe essere troppo costoso
energicamente per essere battuto dalle fluttuazioni: in tal caso il sistema rimarra in una configurazione
che predilige una certa orientazione degli spin.

Quando ad essere rotta & una simmetria continua, abbiamo una conseguenza molto importante. Consi-
deriamo I’'Hamiltoniana di Landau-Ginzburg per il modello O(n):

- 1, - A, - B -
Hpglo] = /ddr {2(8@)2 + 5(¢>)2 + Z(¢2)2 (5.6.4)
(EE (¢17"'7¢n)
Se A < 0, abbiamo rottura spontanea, in cui d_;? = —A/B. Scegliamo come stato iniziale 50 =

(0,0,...,m) con m = /—A/B. Possiamo parametrizzare il campo 5 come
¢ =7(x)+ e, (m+o(x) (5.6.5)

dove gi_;é un campo con n—1 componenti, &, = (0,0,0,...,1) e o sono le fluttuazioni della magnetizzazione
m. Sostituendo nell’Hamiltoniana si trova

Hic = / ddr B(E)ﬁ)Q + %(auaf + %(214)02 + o(0?, 720%, 74) (5.6.6)

Quello che si nota ¢ che non c’¢ dipendenza quadratica dal campo q;, cioe manca il termine in 72 il cui
coefficiente era proporzionale a £72, ¢ lunghezza di correlazione. Concludiamo che &; = oo e quindi
(Ta(r)mp(r") o [r — /| 7%, con a > 0. Queste n — 1 componenti prendono il nome di modi soffici.

Pil in generale, si pud dimostrare che se per un sistema abbiamo due gruppi di Lie G,G’, con G' C G,
tali che G abbia n generatori e G’ abbia m generatori (m < n), allora esisteranno esattamente n —m
modi soffici.
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5.7 Esponenti critici

Gli esponenti critici forniscono delle informazioni su come le quantita termodinamiche dipendano da
T=1-T/T.:

E(T) ~|r|™" lunghezza di correlazione
x(T) = |77 suscettivita
eo(T) = ||~ calore specifico
m(T)|r<T, =~ (*T)ﬁ magnetizzazione
m(T = T.,h) ~ |h|'/? magnetizzazione alla temperatura critica
I, ~ rd—%-%n funzione di correlazione

Le osservazioni sperimentali degli anni '60 suggerirono che gli esponenti critici non fossero indipendenti,
bensi legati da leggi di scala:

a+20+y=2 formula di Rushbrooke (5.7.1)
y=p6(6-1) Widom scale (5.7.2)
y=v(2-1n) Fisher scale (5.7.3)
vd=2—-a« Josephson scale (5.7.4)

L’importanza degli esponenti critici risiede nella loro universalita, cioe sistemi molto diversi con tempera-
ture critiche differenti anche per ordini di grandezza hanno gli stessi esponenti critici. Questa universalita
emerge dalla teoria della normalizzazione, secondo cui i sistemi si dividono in classi di universalita ca-
ratterizzate da propri esponenti critici fissati. La classe di universalita ¢ determinata dalla simmetria e
dalla dimensionalita del sistema.

5.7.1 Ipotesi di scaling

Vicino al punto critico la lunghezza di correlazione £ & 'unica lunghezza caratteristica del sistema. Le
altre lunghezze devono essere quindi misurate a partire da &. Partiamo da un’analisi dimensionale:

— 1 _ 72—d—
[[y] = _Td_Q_M} =L K

m] = [1}/?) = LC-d-2

[x] = /ddr Fr] — ]I = 12

C[0F] [0 F] 4] i oy
[m]__ah}_[ahv]_{m} L= pmeme
'32f]Ld

[co] = 2

==
Ricordando adesso che L ~ £  |7]|7" otteniamo:
L T~ ] -#t2-d=)
2. m ~ |7|7V(2=4=1/2 che implica 8 = —v(2 —d —n)/2.
3. x ~ 727" da cui vy = v(2 — n) (Fisher scale).
4. h ~ T’/(2+d_7])/2

5. ¢y ~ 7972 da cui @ = 2 — vd (Josephson scale).
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6. m ~ h'/% ~ |7|% quindi h ~ 77%. Allora

SeHI-m =8 (%)

—S@-d-m=5 (=)

Sottraendo le due relazioni troviamo (6 — 1) = 2v —vn = v(2 — n) = v (Widom scale), mentre
sommandole troviamo 8+ v+ 8 =vd =2 — «, da cui a + 25 + v = 2 (Rushbrooke law).

5.7.2 Esponenti critici in campo medio

In approssimazione di campo medio i valori degli esponenti critici sono @ = 0,8 = 1/2,v = 1,v =
1/2,n = 0,6 = 3. Per quello che abbiamo visto precedentemente, sono tutti risultati gia noti eccetto 4,
che verifichiamo:

A B
F:§m2+zm47hm
Al punto critico A = 0, quindi estremizzando otteniamo:
oF .
= Bm*-h=0 = m o hY/3
om

e quindi é = 3. Verifichiamo adesso le leggi di scala:

a+28+y=0+1+1=2

1
—1=-(3-1
v 2( )
1
:2— :2~—:1
(2—nv 5
d
14 Q 2

Osserviamo che la legge di scala di Josephson é rispettata solo se d = 4; concludiamo quindi che il campo
medio & un’approssimazione fallace (in campo reale le leggi di scala devono essere rispettate).

5.7.3 Invarianza di scala

Per T = T,, non esiste alcuna lunghezza caratteristica, cioe il sistema ¢ invariante di scala. Un sistema
¢ invariante di scala se tutte le quantita termodinamiche sono funzioni omogenee.
N.B. Per le quantita calcolate in un punto, l'invarianza di scala impone che esse valgano 0 oppure oo

Una funzione omoegenea ¢ tale che f(¢') = bP7 f(q), ¢ = bPaq, dove D, & la dimensione di scala di
g e Dy & la dimensione di scala di f. Assumiamo che I’energia libera per unita di volume sia omogenea

in h,|7|:

R, 7 = b f(h,T) (5.7.5)
W =bPrh
T =bPrr (5.7.6)

Quindi f(h,7) = b= f(bPnh,bP~7). Osservando che

- bD"f_l/V _ bDTb—l/V 5/—1/V (5.7.7)
=1
. 1
otteniamo D, = —, ed essendo
v
B = bPrh ~ pPrgtd=n)/2 (5.7.8)
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troviamo 2D, = 2 4+ d — n. Eseguendo i calcoli troviamo infine gli esponenti critici in funzione delle
dimensioni di scala delle varie quantita

2Dy, —d
:2— =
@ d D.
_d—Dh _ Dy,
B_ DT 5_57Dh

5.7.4 Criterio di Ginzburg

Il criterio di Ginzburg stabilisce la validita dell’approssimazione di campo medio. Teniamo presente le
relazioni

08;05;
(ds 523]> <1
m
<(55i58j> = Fr:r,i—rj (579)

Ci chiediamo se I'approssimazione di campo medio sia valida su scale dell’ordine di . Per vederlo,
dobbiamo verificare se

— K1 (5.7.10)
Per T =T,, si ha Iy ~72~% m ~ |7|'/2. Allora

=g &4 _ |27
T

= |r|“@=92 <1 (5.7.11)

In quanto, per T'— T, 7 — 0. Se d > 4, per |1| — oo le fluttuazioni vanno comunque a zero, mentre
per d < 4 e 7 — 0 le fluttuazioni divergono.

In conclusione, gli esponenti critici di campo medio sono corretti per d > 4 ed errati per d < 4; tuttavia,
la T, risulta errata per d > 4. A d = oo, risultano esatti sia il campo medio che la temperatura critica.

5.7.5 Esponenti critici al punto sella di L-G
Prendiamo in considerazione I’'Hamiltoniana del modello O(n):
K A B
Hic = 5|V Y[* + §|1/’|2 + Z|¢|4 —h-%

con A=a(T—T.) e B>0. Assumendo ¥ (r) = m, indipendente da r, il termine in x & nullo. Scriviamo
quindi I'equazione di punto sella 9F/0m = 0, cioe

Am + Blm|m —h =0

che per h = 0 diventa

m-+ 5om|“m = .
Am + Bjm|? 0 5.7.12
Quindi
0 per T' > T,
m = 4 (5.7.13)
5= a(T‘ET) per T' < T,

m ha direzione arbitraria e modulo dato da

a(T.—T)
B

Im| = ~(-1f = 8= % (5.7.14)

Derivando ’equazione di punto sella rispetto a h otteniamo ’equazione per la suscettivita x = dm/dh:

Ax +3Blm*y —1=0 (5.7.15)
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da cui

) a(Tlch) per T > 1T,
X = AT 3Bmpe = , (5.7.16)
(T, — 1) per I'< T
In entrambe le fasi si ha )
X~ T T = v=1 (5.7.17)

h 1/3 ) ~
Per T =T, A=0eh = Bm/’?m, quindi m = <B|> h = |h|'/%h, cioe § = 3. Cli altri si ottengono

analogamente dalle definizioni, e si trova « = 0, = 1/2, = 0. Essendo campo medio e punto sella
equivalenti, abbiamo appunto trovato gli stessi valori degli esponenti critici.

5.8 Modello cubico in approssimazione di campo medio

Consideriamo "'Hamiltoniana di Landau-Ginzburg per una magnetizzazione a due componenti m =
(ml,mg):

K A B B
Hic = /ddac {2 [(Vm1)? + (Vms)?] + §(m§ +m32) + 71( T4+m3)+ ;mfmg} (5.8.1)
Le simmetrie di questa Hamiltoniana sono m; <+— ms e (my,mg) — (—my,—ms). Se By = Bs, la
simmetria si estende a tutto il gruppo O(2).
Assumiamo A = a(T' —T.) e By > 0. Per il punto sella, assumiamo m; e mg uniformi, cosi che il termine
in x sia nullo. Le equazioni di punto sella saranno pertanto

oF

= Amq + B1m? + Bgm1m§ =0 (582)
om,
oF 3 9
— = Amg + Bym5 + Bamimg =0 (583)
omy,

SeT >T,, A> 0, quindi m; = mg = 0, cioé siamo in fase paramagnetica. Se invece T' < T, abbiamo

(5.8.4)
m2<A + Bgmg + Bgm%) =0

Abbiamo a questo punto due casi:

1. my = 0,my # 0 tale che A+Bym3+ Bym? = 0, oppure my = 0, m1 # 0 tale che A+Bym?+Bym3 =
0, che sono del tutto equivalenti.

2. m1,mg # 0. Allora deve essere

A—f—Blm% —‘ngm% =0

(5.8.5)
Sottraendo membro a membro per eliminare A otteniamo
Bi(m? —m3) = By(m3 —m?) (5.8.6)

Essendo Bj, By arbitrari, I’equazione € soddisfatta se e solo se m; = +ms.
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Per decidere quale sia la fase stabile, dobbiamo valutare quale abbia minore energia libera. Per la fase
1 si ha my = 0,m? = —A/By, allora

1 Bl 1A2
Fi=-Am?+ =mi=—-" 8.
1=5 my my X (5.8.7)

Nella fase 2, abbiamo m? = m3 = —A/(B; + Bz), quindi

1 A2

Fy—=—-—*"
2 2B, + By

(5.8.8)

Imponiamo allora che F5 > F) per vedere quale sia la condizione su By e Bs:

1 A2 - 1 A?
2 B1 + Bs 4 By
2B, < By + By
By < By (589)

In conclusione, se By < Bs si ha che la fase 1 & quella stabile. Viceversa, ¢ la fase 2 ad essere stabile.
Fisicamente, nella fase 1 abbiamo m; = 0,my # 0 o viceversa, cioé la magnetizzazione m = (my, ms)
e orientata in direzione degli assi X o ¥, con quattro versi possibili completamente simmetrici. Questa
fase e chiamata ordine assiale. Nella fase 2, invece, abbiamo m; = +ms, quindi m ¢ orientata lungo una
retta inclinata di 45° rispetto agli assi, sempre con quattro versi possibili.

5.9 Modello m% e punto tricritico

Consideriamo un’energia libera di LG del tipo:

1 1 1
F(m) = —am® + —bm* + —em® (5.9.1)
2 4 6
T-T, P—-P
con ¢ > 0, a,b arbitrari. Abbiamo adesso due parametri da far variare, 7 = T ep= 2 e si
avra una dipendenza del tipo ‘ ‘
a= At + Bp
b=Crt+ Dp
Le derivate prima e seconda di F' sono date da
F' =am+bm® + em® (5.9.2)
F" = a4+ 3bm? + 5em?
Imponendo F’ = 0 troviamo cinque punti stazionari: m, +m.y, +m_, dati da
m=0
(5.9.4)

m3 = 5= (—b+ Vb — dac)

Notiamo subito che m? & sempre negativa, quindi possiamo scartarla immediatamente. Studiamo la
stabilita dei punti stazionari rimasti:
F'lm=0)=a (5.9.5)

Quindi m = 0 & un minimo se a > 0, un massimo se a < 0.
e Per a < 0, gli unici minimi possibili sono +m .

e Per a > 0, m = 0 ¢ un minimo. Ma ¢ il pitt basso? Questo dipende dal valore di b.
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— Se b > 0, £m4 non sono reali, quindi m = 0 & I"unico minimo.

— Se b < 0, abbiamo tre minimi, m = 0,m = £m,..

Risolvendo 'equazione F'(m4) = F(m = 0) = 0, troviamo la condizione b = —44/ac/3 = b*. Quindi, per
b < b*, il minimo piu basso & m = 0; se b > b*, il minimo piu basso € in m = +m . Attraversando la
linea b = b*, abbiamo una discontinuita nella magnetizzazione, con salto dm = m: si tratta quindi di
una transizione del primo ordine. Per a = 0 e b qualunque, abbiamo invece una transizione di fase del
secondo ordine. Il punto (a,b) = (0,0) & detto punto tricritico in quanto, se considero anche il campo
magnetico, questo sarebbe il punto di incontro di tre linee di transizione di fase.

5.9.1 Esponenti critici al punto tricritico

Fissiamo b = 0,a = agT7, allora

1 1
F= §a07m2 + écm6
0 7>0
F' = agrm + em® = 0 = m=

1/4
(-%7) 0
C

da cui si conclude che = 1/4, che & un valore diverso da quello del campo medio quartico. Per gli altri
esponenti si ha a =1/2,y=1,§ =5, =0,v =1/2.
Criterio di Ginzburg
Valutiamo le fluttuazioni della magnetizzazione e vediamo se differiscono anche queste dal caso quartico:
B B 0 perd >3
F(g) B 52 d B |7.|(d 2)/2 _ |7-|(d_3)/2 T—0

m: TR | — (5.9.6)
0 perd < 3

Stavolta il valore limite per la divergenza ¢ d = 3.

5.10 Argomento di Peierls

e d=1

Lo stato fondamentale del modello di Ising € quello in cui tutti gli spin puntano verso l’alto.
L’eccitazione di energia piu bassa ¢ data dal domain wall, ossia uno stato in cui i primi &k spin sono
up e i restanti down. Se Egg e 'energia del ground-state, ’energia dello stato con il domain wall
sard data da Epw = Egg + 2J.

Supponiamo di avere una catena finita con N spin e assumiamo che sia aperta. Allora ci saranno
N — 1 posizioni possibili in cui mettere il DW. La variazione di entropia associata a questo stato
sara quindi

AS=kIn(N —-1) (5.10.1)

La variazione di energia libera tra lo stato fondamentale e lo stato in presenza di un DW sara
invece

AF =AE—-TAS=2J —kTln(N - 1) (5.10.2)

Nel limite termodinamico N — oo, per ogni temperatura T' # 0 si ha AF < 0, quindi sara favorito
lo stato con il DW. In conclusione, nel modello di Ising 1D, l'ordine esiste solo per 7' = 0.
Nota. Lo stato ordinato "resiste” fintanto che (N > 1)

AF =2J —kTIn(N —1) ~2J —kTInN >0

cioe
N < e ~¢ (5.10.3)

dove ¢ ¢ la lunghezza di correlazione (misurata in unitd del passo reticolare a).
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o d=2
Consideriamo un reticolo quadrato con N spin e supponiamo che al bordo gli spin siano tutti up.
Con questa ipotesi, i DW sono tutti cammini chiusi. Classifichiamo i DW secondo la loro lunghezza
L (minimo 4, sempre pari). All’interno dell’insieme di DW di lunghezza L, i DW sono distinti da
un indice j. Elenchiamo alcune proprieta dei DW:

1. L’area racchiusa da un DW (L, j) & minore o uguale al quella del quadrato di lato L/4, ossia
2

L
AL, j) < — .10.4
(L9 < 1o (5104)

2. Sia M (L) il numero di DW di lunghezza L. Un limite superiore a M (L) si puo fornire provando
a costruire un DW di lunghezza L tramite segmenti unitari: per il primo segmento avremo
N possibili scelte di sito diverse e, scelto il sito, quattro orientazioni diverse. Per gli altri, &
sufficiente considerare tutte le curve possibili, anche quelle non permesse, in quanto saranno
comunque in numero maggiore di quelle permesse. Fissato il primo segmento, il numero di
tutte le curve possibili & 3%~1, quindi otteniamo come limite superiore per M(L):

M(L) < 4N -3-1 (5.10.5)

Visto che gli spin al bordo sono up, ogni spin down dovra essere circondato da almeno un DW.
Adesso, data una certa configurazione di spin C', definiamo

1 se il DW (L,j) € C
Xe(L,j) = (5.10.6)

0 altrimenti

Il numero di spin down nella configurazione C soddisfa la relazione
N_(C) <> AL, j)Xc(L, ) (5.10.7)
L,j

dove il segno minore & dovuto al fatto che un DW puo contenerne altri. Questa diseguaglianza, in
virtu di quanto detto precedentemente, si puo riscrivere come

N_(C) < ZA(LJ)Xc(L,j)

L,y

=> ? Xc(L,j) (5.10.8)
L

Dobbiamo quindi calcolare la media termica di X (L, j), per ottenere quella di N_(C):

Z/C e—BEc
Xo(L,j)) ===——— 5.10.9
< C( J)> Zce_gEc ( )
dove la somma primata si estende alle configurazioni che contengono il DW (L, j). Data quindi C
in cui compare (L, j), sia C* la configurazione ottenuta invertendo tutti gli spin dentro il dominio
(L, 7). La differenza di energia tra queste due configurazioni ¢ Fc = F¢« + 2J L, per cui

Z/e—BEc _ Ze—,@EC*e—2ﬂJL

C C~
¢ E 28JL E
D T Y T2 S —28JL
e =e S e <e (5.10.10)
c¢ c¢

<1
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La maggiorazione & giustificata dal fatto che la somma a denominatore si estende a tutte le confi-
gurazioni possibili, mentre quella al numeratore solo ad alcune.
In definitiva, otteniamo per la media termica di N_:

12 ME) 2 "%
L? : L= —28JL
ASED S DI CURIED LD B
I j=1 L =1
2 2
_ Z L—e_QBJLM(L) < ie—QﬁJL . 4N3L—1
16 16
L
_ %Ze*w”#*l _ % Z NL2e—(287-In3)L (5.10.11)
3 L=468,...

Se 28J —1n3 > 0, la serie converge uniformemente, quindi, ad un certa temperatura 7":

(N_) 1 1
V=) < A+ 2,—(26J-In3)L ~ * 10.
< 2§ L% <3 (5.10.12)

La fase ferromagnetica resiste alle fluttuazioni, quindi € possibile avere una transizione di fase a
temperatura finita in 2D. La stima di 7. che viene da questo argomento &

2J

kT, = —
© In3

(5.10.13)

che ¢ sorprendentemente molto piu vicina ai risultati sperimentali rispetto a quella derivata tramite
il campo medio.

5.11 Soluzione del modello di Ising 1D

N
i=1 9

Assumiamo condizioni periodiche al contorno, syy; = s3. La funzione di partizione si puo scrivere,
grazie alla periodicita, come

Z Z By sisivrth(sitsiv)/2 (5.11.2)

Sliﬂ:l SN::l:l
Definiamo la matrice di trasferimento 2 x 2 T con elementi

(s|T|s") = ePlIss" +h(s+s)/2] (5.11.3)

BUTh) =B
T - ( 67'3'] eﬁ(‘]h)) (5114)

Usando la relazione di completezza ), _ ., |s;)(si| = 1, la funzione di partizione diventa

da cui

T) — Z . Z<31|T|52><52|T|83> s <5N—1|T‘3N><5N|T|51>

= Y (s1|TN[s1) = trTN =AY + AN (5.11.5)
Sliﬂ:l

dove Ay sono gli autovalori di T' (AL > A_). T trasferisce I’azione del modelli di Ising da un sito all’altro.
Gli autovalori di T" sono determinati dall’equazione caratteristica

22— 2¢P7 cosh(BR) + €287 — 7287 =0 (5.11.6)
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che ha come soluzioni

A =P {cosh(ﬂh) + \/sinh?(Bh) + 645‘]} (5.11.7)

Nel calcolo dell’energia libera, per N — oo si ha

BE Lo Lo ey - Lo - AV -
~ = NanN— Nln()ur—i-)\,)— Nln()\+) In |1+ N =—-In(A\;)+ON)
Pertanto » Il .
N H(BJF) =—J- 3 In {cosh(ﬁh) + y/sinh?(Bh) + 645"} (5.11.8)

Da questa espressione possiamo ricavare la magnetizzazione:
sinh(Bh)
\/sinhQ(Bh) + e 48

m = (s;) = (5.11.9)

Questa relazione vale per T, h arbitrari. Nel limite h = 0,7 # 0 ritroviamo m = 0, mentre per h # 0,
T — 0, ritroviamo m = sgn(h).
Calcoliamo la funzione di correlazione a h = 0, cioe m = (s;) = 0:

8jSjqr) = < sjsj4pe PEUsH = € tr [T7 Yo, T o, TN T
Joit z Jjoi+ z
N (si=x1} N
1
= Etr [UZTTUZTN_T}

indipendentemente dal sito di partenza j. Nell’ultimo passaggio abbiamo sfruttato la ciclicita della
traccia. 7" ha autovalori A, A_, allora esiste una matrice U ortogonale tale che

S (A O
oo = ()

e (N0
U TU(O AT

1 A0 Ao 1
<SJSJ+T>727NU {UZU<O X")U O'ZU( 0 AN U

1
Per h=0,U=— ot ,e U o, U = 0,. Otteniamo quindi
V2 \1 —1

Allora

1 N—r\7r N—r\7r Aﬁ_rAt +A§_TA:- N—roo A "
(sj8j4r) = E(/\+ AL HADTIAL) = AN — I (5.11.10)
Possiamo quindi scrivere la lunghezza di correlazione:
(8j8j4r) = e "I /AS) = omr/E
1 1 )
= T2g0 g267 (5.11.11)

S 0L/ eoth(3)]
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Capitolo 6

Il gruppo di Rinormalizzazione

6.1 Sistemi disordinati

Consideriamo I’Hamiltoniana del modello di Ising in cui in certi siti, al posto di un atomo con elettrone
spaiato e momento magnetico ¢’¢ un atomo senza elettrone spaiato e quindi senza momento magnetico,
che puo essere scritta come
H(si,m;)=—J E 5i8;M;m; (6.1.1)
(4,5)
con s; =+1 em; =0,1 (se lo spin ¢’¢ 0o meno). Distinguiamo due casi
1. m; sono variabili dinamiche che si muovono all’interno del reticolo. Allora

Z = e PH(sim:) 6.1.2
>y (6.1.2)

mi:O,l Si:il
Questa situazione prende il nome di annealed disorder e succede raramente (poco interessante).

2. Le disomogeneita sono congelate nelle loro posizioni:

Z({mi}) = Y e PHEm) (6.1.3)

{Sii:tl}
Bisogna in questo caso mediare sulle impurita al livello delle osservabili. Se F({m}) = —kT In Z({m}),
allora -
F=3 P({m)F({m}) (6.1.4)

{m}

dove P({m}) & la probabilitd di una certa configurazione di impurita. Questo tipo di disordine
prende il nome di quenched disorder. Una possibilita e

P({m}) = [0 = 2)dm, 0 + 26pm, 1] (6.1.5)

(3

Il punto complicato ¢ che F({m}) dipende dal tipo di disordine, potrebbe essere non invariante per
traslazioni, mentre F' potrebbe esserlo. Allora si ricorre a quello che prende il nome di trucco delle
repliche.

6.1.1 Trucco delle repliche

Il trucco delle repliche segue dall’identita

N _1q

InZ = lim
N—0
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Se N & un intero, allora Z & la funzione di partizione di N copie (repliche) del sistema originale.
Introduciamo queste copie distinguendole con un indice a = 1,..., N:

N
Hiw =S H({s%}, {m:}) (6.1.6)

Allora Y
Z{mP]N = Z e B2 0=1 H({si},{m:i}) (6.1.7)
{sirsl}
Facendo la media sul disordine
TN _ Z Z P({m})e™? Sami H({s7}h{m:}) (6.1.8)
{m} {s¢=%1}
A questo punto, la somma su {m} & fattibile:
N _ Z e~ BHr({s{}) (6.1.9)
{sg=%1}

dove Hp indica 'Hamiltoniana di replica. Dopo la media, le repliche non sono piu indipendenti, ma
interagiscono tra di loro (prezzo da pagare per riavere l'invarianza per traslazioni). Cio che adesso
bisogna fare &

lim i ZN -1
nglOVgnoo N

(6.1.10)

Se i due limiti non commutano, abbiamo rottura spontanea della simmetria delle repliche.

6.2 Block spin scheme

L’idea di base del GR. ¢ quella di esprimere i parametri di un certo sistema in termini di altri piu semplici,
lasciando tuttavia inalterata la fisica. Consideriamo un reticolo bidimensionale di spin e raggruppiamoli
in blocchi 3 x 3. Usiamo la regola di maggioranza definendo

T(Sl, c o0y 593 S/) = 68';Sgﬂ(zi 5:) (621)

A questa trasformazione corrisponde una nuova Hamiltoniana espressa in termini delle s’, H'(s"). Tut-
tavia, usando la relazione )", T'(s;;s") = 1, abbiamo che

7' = trge' ) = tratr, ( H T(si;s')eH(s)> = tre H) = 7 (6.2.2)
blocchi

Quindi la funzione di partizione rimane invariata dopo la trasformazione, benché I’'Hamiltoniana sia
cambiata. Come possiamo interpretare il cambiamento di H? Possiamo pensare H come funzione dei
parametri del sistema H = H(K7, Ko, ...). Allora il GR esegue un flusso nello spazio dei parametri. Una
trasformazione del GR si puo scrivere come K’ = RK.

6.3 Modello di Ising 1D

Consideriamo una catena di Ising 1D e raggruppiamo gli spin a gruppi di tre. Definiamo la procedura
di decimazione (cio¢ la trasformazione del GR) come

T(s1,52,83;8") = 05 s, (6.3.1)

cioe teniamo solo il valore dello spin al centro e sommiamo sugli altri. Consideriamo adesso i primi due
blocchi, {s1, 52,53} € {s4, S5, S6}. I termini contenenti gli spin centrali sono tre, ed entrano nella funzione
di partizione come eFs293¢eksssaghsass . — 3] Adesso vogliamo sommare sugli spin al bordo ss3, s4:

E ek8253 ek53546k8455 — E 6k:s'153 ek3354 6](7548,2 (632)

s3,54==+1 s3,54==%1
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Usando l'identita )
ekss" = cosh k(1 + xss), x = tanh k (6.3.3)

arriviamo a scrivere

= Z (cosh k)3(1 + 28] 53)(1 4 x5354)(1 + x8455) = Z (cosh k)3(1 + 2®s) 5353 5h)

53,84::t1 S3,S4::|:1

= 4(cosh k)?(1 4 235/ s}) (6.3.4)

Notiamo immediatamente che dopo la decimazione permane la struttura di interazione tra primi vicini
e la stessa struttura di coupling di partenza, (cosh k)(1 4+ xs182). L’unica differenza & che il parametro ¢
diverso, x — &’ = 23, cioe

k' = tanh™'[(tanh k)?] (6.3.5)
Allora

H'(s') = Ng(k) — K'Y sis}y,

1 (cosh k)3 2

3
11 succo del GR & mappare H — H' tramite z — 2’ = 23,0 < 2 < 1. Notiamo che o = & 1 in partenza,
oppure tramite successive rinormalizzazioni fluisce a 0. Definiamo quindi un punto fisso come un punto
tale che 2’ = 2. Nel caso 2’ = x> abbiamo due punti fissi, 2* = 0,1. 2 = 1, che corrisponde a k = co
o T = 0, &€ un punto fisso instabile, mentre x = 1, che corrisponde a k = 0 0 T = oo & un punto fisso
stabile. Dunque, partendo da una qualunque 7' > 0, tramite successive rinormalizzazioni, arriviamo ad
un modello con T' = oco. Il modello & quindi paramagnetico per ogni T > 0.

6.3.1 Lunghezza di correlazione
Concentriamoci sul caso generale x — 2’/ = z¥. La lunghezza di correlazione dopo una trasformazione

del GR diventa &(2') = b=1£(z), che ha soluzione

{(x) = — (6.3.7)

Ma z = tanh(3J), allora per T piccola (8 — 00):

In(tanh(8)) — In [ L2 & _pe-26y
n(an (5 ))—n m >~ —ze

da cui £(B3) o< €27, in accordo con quanto gia trovato.

6.4 Gruppo di Rinormalizzazione per d > 1

In generale, se esiste una fase ferromagnetica, per T — 0 (k — o) ci aspettiamo che k&’ = b9 'k. Sotto
il GR k cresce, per poi divergere sotto ripetute trasformazioni. Questo implica che il punto k = oo &
stabile per d > 1. In generale, anche k = 0, ossia la fase paramagnetica, e stabile. Deve esistere quindi
un valore k£* tale che per k > k* ripetute trasformazioni del GR fluiscano a k = oo, e per k < k* fluiscano
a k= 0. k* corrisponde al punto critico.

Prendiamo un dato kg < k*. Per avere in un intorno di & = 0, ci vogliono n(kg) trasformazioni di
GR. Cosa succede alla lunghezza di correlazione? &(kg) = bko)gy. Se ko & abbastanza vicino a k*, la
variazione di k sotto GR & molto piccola perché k* & un punto fisso instabile. Allora n(kq) diverge per
ko — k* e di conseguenza anche &(kg — k*) — oo.

Riassumendo:

e k* separa le due fasi (ferromagnetica e paramagnetica);

e la lunghezza di correlazione diverge in k*.
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Questi due aspetti caratterizzano k™ come un punto critico.
Dall’equazioni del GR possiamo ricavare anche gli esponenti critici. Sappiamo che

K = R(k)
k* = R(k*)

Assumiamo |k — k*| piccolo e sviluppiamo in serie di Taylor:

K~ RE)+ (k= k)R (k) +- = k* + R(E)(k— k) + -

Posto o R/ (k)
Y=, (6.4.1)
L’equazione del GR linearizzata si puo scrivere come
K —k* =bY(k — k¥) (6.4.2)
Prendiamo adesso la lunghezza di correlazione, (k) = A(k — k*)™", con £(k) = b&(k’). Allora
Ak — k") =bAK — k")™Y =bb" Y A(k — k*)™"
Vista I'uguaglianza, 1’esponente di b a secondo membro deve essere nullo. Otteniamo quindi
1
v= " (6.4.3)

6.5 Teoria generale del Gruppo di Rinormalizzazione

Supponiamo di avere un modello con n parametri che sistemiamo in un vettore k. Una trasformazione
del GR sara quindi k' = R(k). Supponiamo inoltre che esista un punto fisso k* e che R sia differenziabile
in un intorno di k*. Allora possiamo scrivere I'’equazione del GR linearizzata:

_ Ok,
b= ok

K, — k=" Tup(ky — k7), T, (6.5.1)
b

b l1k*

La matrice delle derivate in generale non e diagonalizzabile. Possiamo pero metterla in forma di Jordan.
Siano e', \; rispettivamente gli autovettori e gli autovalori destri di T, cioe

ZTabefl = e} (6.5.2)
a
A partire dagli autovettori destri, costruiamo le variabili di scala:

u; = Z(ka — kel (6.5.3)

a

Le variabili di scala trasformano moltiplicativamente sotto GR, infatti:

up = (K, = kel =Y Tap(ky — ki)el = XY (ks — k7 )ej, = i (6.5.4)
b

a a,b

Scriviamo quindi A; = b¥¢, dove gli y; € R sono gli autovalori del GR. 1l segno degli y; distingue tre tipi
di variabili di scala:

e Se y; > 0, allora u; & detta rilevante, in quanto ripetute trasformazioni del GR fluiscono lontano
dal punto fisso.

e Se y; < 0, allora u; e detta irrilevante, in quanto ripetute trasformazioni del GR fluiscono al punto
fisso.

e Se y; = 0, allora u; & detta marginale, in quanto non abbiamo informazioni a livello lineare.
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Supponiamo di avere un modello con n’ variabili, di cui n rilevanti e n’ —n irrilevanti. Nelle vicinanze del
punto fisso ¢’ una varieta (n’ —n)-dimensionale attratta al punto fisso. Questa varieta & detta superficie
critica perché tutti i suoi punti fluiscono al punto fisso.

Sia i parametri k, che le u; possono dipendere in maniera complicata dai parametri fisici. Indipendente-
mente da ci0, per finire sulla superficie critica bisogna sincronizzare n parametri (quelli rilevanti), mentre
gli altri possono fare quello che vogliono.

Nel modello di Ising ci sono due variabili rilevanti, T, h. Fissiamo h = 0, dunque abbiamo la sola T' come
variabile rilevante e concentriamoci sul caso di due parametri, ky = 8J (rilevante) e kg (irrilevante).
Nel modello di Ising ks = 0. La superficie critica incontra I'asse ko = 0 in un certo k$(0) che, sotto
GR, fluisce al punto fisso. Se adesso immaginiamo un modello con ks # 0, anche questo intercettera la
superficie critica in un k$(k2) # k§(0), ma sotto GR anche k§(k2) fluisce al punto fisso, sempre lo stesso.
Questa e la spiegazione dell’'universalita: una classe di universalita corrisponde a tutti i modelli che
fluiscono allo stesso punto fisso (e quindi hanno gli stessi esponenti critici). Le quantita universali sono
quelle che dipendono solo dal punto fisso e non da come ci si arriva.

6.6 Energia libera ed esponenti critici in RG

Nel modello di Ising ci sono due variabili rilevanti: u; (temperatura), u;, (campo magnetico), con dimen-
sioni 44, yp. Inoltre vi saranno infinite variabili irrilevanti. Il punto critico si trova ad una certa distanza
dal punto fisso. Con un numero finito di trasformazioni RG arriviamo abbastanza vicini al punto fisso
da poter usare ’approssimazione lineare:

t h

Uy = ——, Uh

= — 6.6.1
i I (6.6.1)

dove tg, hg sono ampiezze e dipendono da come arriviamo al punto fisso (non sono universali). Dall’in-
varianza della funzione di partizione ricaviamo innanzitutto la legge di trasformazione dell’energia libera

f=pBF/N:
2 = tr,eHO) = o NIUED = o~ NaWRD=N'F{K Y — o= H'(s)
cioe
—d ’ —d N’
F{RY) = g({k}) + 07 F({K'}), b= (6.6.2)
Sia fi({k}) = b=9f,({k'}) la parte singolare dell’energia libera. Nel caso di due variabili rilevanti:
Fslug, up) = b= fo (0¥ ug, b up) = b= f (D™ ug, D™V uy, ) (6.6.3)

dove nell’'ultimo passaggio abbiamo iterato la trasformazione n volte. Fermiamo RG ad un n tale che
|b™Ytuy| = w0, arbitrario, fisso ed abbastanza vicino da poter ancora usare I’approssimazione lineare.

Allora Y
Yt
b= (i“to) (6.6.4)

Uy
d/ye —Yn /Yt
fs iut,()v Up =

dove abbiamo riassorbito u; ¢ nella definizione di tg. ®1 e detta funzione di scala ed € una quantita
universale (il primo membro ¢ universale, quindi deve esserlo anche il secondo, nonostante I’apparente
dipendenza dalle ampiezze). A partire da questa espressione si calcolano gli esponenti critici:

da cui segue che

t
to

Ut

Ut,0

Ut

fs(Ut,Uh) = 'U/t’()

d/yt h/h
Dy {(t/to)y?l/y} (6.6.5)

2
cvz—af o /v =2 QZQ*E
ot |, _, Yt
of _ d—yn
_ Y97 —$)(d=un)/y: =7 6.6.6
m= 5 - x (—t) B ” ( )
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6.7 Ruolo di b

Pensiamo a b come un parametro continuo ed eseguiamo una trasformazione infinitesima, cioe

b=1+60, <1

cosl che dk
ko — K, = ko + d; ol + (’)(562) (6.7.1)
Definiamo
e — g (k) (6.7.2)
e — o
La matrice delle derivate si scrive quindi
9B
Top = O0gp — —— 0L 7.
b b ok, (6.7.3)

ed ha autovalori b¥" = (1 + 6¢)¥" ~ 1+ y;6¢. Diagonalizzando la matrice 953,/0k;, otteniamo gli y;,
indipendenti da b.

6.8 Operatori di scala

Le variabili di scala sono combinazioni lineari delle k, — k. Ogni k, accoppia ad un operatore nel modello
originale. L’Hamiltoniana puo essere quindi scritta come

H=>" (ko — k)0 (6.8.1)

) - . . . G
dove la somma su i corre sui siti e quella su a sugli operatori locali (e.g. O;’ = Zj non. i Si85)-
Diagonalizzando gli operatori arriviamo a

H=>"% u0l" (6.8.2)
(]

dove la somma su j stavolta corre sugli operatori locali diagonali e qbgi) = ¢;(r). Gli operatori di scala
diagonalizzati hanno funzioni di correlazione piuttosto semplici. Per T' = T,:

1

(95(r);(r')) = = ri=d—y; (6.8.3)
y; € la dimensione della variabile di scala u;. Un importante caso non triviale & I’energia nel modello di
Ising,

E(r)= Y s(r)s(r') (6.8.4)

r' n.n. r

Solo nel caso dell’energia vale yr = vy, = v~ !, dunque

(E@)E@r) = o (6.8.5)
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Capitolo 7

Transizioni di fase quantistiche

Un sistema quantistico d-dimensionale ¢ equivalente ad un sistema classico (d + 1)-dimensionale, dove la
dimensione aggiuntiva & data dal tempo che vive nell’intervallo finito [0, 8h]. Se scriviamo

Z =tre M = lim tr(e”A7H)0/AT
AT—0

—ATH

possiamo intepretare il fattore e come la matrice di trasferimento di un sistema classico (d +

1)-dimensionale.

7.1 Modello di Ising

Partiamo dall’Hamiltoniana del modello di Ising in campo trasverso,

N N
H=-J]Y oioi,, —hY of|=Ho+H (7.1.1)
j=1 j=1

Valgono le seguenti relazioni di completezza

N
=TI 3 Isidisil= 30 1s5)(s7] (7.1.2)

i=1s7=+1 si=+1
L= > Isi)sil (7.1.3)
sfﬁe:il
Allora
Z= 3 (sile®Ms5) - (sfle 27M|s) (7.1.4)
sZ ,=+1
Usiamo quindi la seguente relazione
(s7le™ 27 |5 1) = (sile™ 7oA, ) = (slem Ao ATHIHo(O) |7 ) (7.15)

con o(€) = [ATHy, ATH;| = (A7)%[Hy, H1] — 0 per A7 — 0. Quindi

Zz = <SE|€ATJ 2200010 ATh Y 00,

z
8z+1>
_ eATJZiS;['S?‘Fl)é <S§|€AT}LZ¢ 0f|35>

Sfruttando 'identita
e27hoe — cosh(ATh) + o, sinh(ATh) (7.1.6)
otteniamo /
(s |eAThoe|s,) = AeVo=5= (7.1.7)
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In particolare
(s.]e27"9=|s,) = Ae” = cosh(ATh)
(—s.|eA™oz|s.) = Ae™ = sinh(Ath)
da cui ricaviamo i valori di A e ~:

A? = cosh(ATh) sinh(ATh)
(7.1.8)
e~ 27 = tanh(ATh) ~ Ath

Allora N N
<s§|e—A7’H0€—ATH1 |S§+1> = eATJ i1 sf,zsf+1,eANe"/ D=1 Si,e5i,041

cioe

N L N L
Z = AEN Z exp ATJZZsf,ZstrM+7223§7£sf7£+1 (7.1.9)

sz ,=+1 i=1 ¢=1 i=1 (=1

che ¢ la funzione di partizione del modello di Ising 2-dimensionale classico anisotropo. Il reticolo bidi-
mensionale ha N, = N siti lungo la direzione z e N, = L = /A7 siti lungo y. Il passo reticolare ¢ A7r.J
lungo « e v lungo y. Possiamo inoltre identificare SBaJ, = AJ e faJy = 7. Nel limite N, N, = oo c’e
una transizione di fase:

sinh(2.J, 85 %°) sinh(2.J, 85 1¢°) = 1 (7.1.10)

che ci indica la posizione della transizione nel modello classico. Sostituendo le relazioni quantistiche, per
AT — 0:

27c
e _JAT (7.1.11)
2 heAT
Per fisso J, al variare di h deve esserci una transizione di fase per h, = J.
11 modello di Ising classico 2-dimensionale infinito nelle due dimensioni corrisponde all’Hamiltoniana per
T =0, infatti L = 8/AT — oo per 8 — oo. Percid 'Hamiltoniana presenta una transizione di fase per
h. =J aT = 0. Non dipendendo dalla temperatura, ma da un oggetto quantistico, la transizione di fase
¢ detta quantistica. Le due fasi son

sinh(2JAT) sinh(27,) ~ 2JAT

e h < J, s* si ordina (ferromagnete lungo z con m = £1) e la simmetria s* — —s* & rotta.

e h > J, gli spin puntano lungo z, quindi (s?

%) = 0 (paramagnete quantistico).

7.2 Modello di Ising 1D quantistico in campo trasverso

N
xT zZ 2 h

H = —JZ(QUi to70), 9= g9~ 1 (7.2.1)

i=1

Definiamo gli operatori
x ;Y x F Y

T:aithi 4:crifwi 2.9
o =""5" =" (7.2.2)

con {cj, ¢;} = 0;j. Operiamo allora la trasformazione di Jordan-Wigner:

o = H(l - 2c}cj)ci

j<i

o, = H(l — QC;L-CJ')CI
Jj<i

= Haj 0;"
J<i

c;-r: HO’; o; (7.2.3)

7<i
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Per il modello di Ising conviene usare una base ruotata di 90 gradi, ¢, — 04,0, — —0,, quindi

of =1-— QCICZ'

o7 = — (@ —2¢le;)(ei + ) (7.2.4)

7<i

oiof, = [J(1 = 2cle)(ei+ ) T (1= 2cle;)(eivn+cfyy)
j<i j<itl

= (ci + )1 = 2cles)(ci1 + adjeita)
=(¢; — 201-(:;r + c;r — QC;rci)(cH_l + c;r_H)

= (c] — ¢)(civ1 + )

— o Tl T
=CCit1 6 Cipy — CiCit1 — CiCiyy
— ol T
=C;Ciy1 +C;Ciyq T Cit1Ci + €4 1Ci

Possiamo cosi scrivere

N
H=-J Z(cjci_‘_l + cL_lci + CICL_l + Cip16i — 2gczci +9) (7.2.5)
i=1

Otteniamo un’Hamiltoniana quadratica nei fermioni (nota: gli operatori centrali non conservano il
numero dei fermioni). Passiamo quindi in trasformata di Fourier:

1 ) 21k
= —— cije Pk, = — 7.2.6

con k € [-(N —1)/2,(N —1)/2]. La trasformata ¢ unitaria, {cg, CL} = Ogrr. Allora
H= JZ {2(g — cos gpk)clck — i sin g (cikcl + c_kck) - g} (7.2.7)
k

A questo punto operiamo la trasformazione di Bogaliubov:

ui+vi=1
Ve = URCE — ivkcik, U_j = Uk (7.2.8)
V_f = Vg

cioe ¢y = Uy + ikaT_k. La trasformazione & unitaria, {vs, 7,1,} = §x. Le componenti valgono

6
U = Cos 5]6, v = sin ?k (7.2.9)

Sostituendo c¢j in termini di <, imponiamo che il fattore che moltiplica il termine 7};'yik sia nullo,
ottenendo la condizione

tanfy = — Pk (7.2.10)

Con questa condizione, 'Hamiltoniana diventa quella di oscillatore armonico:

1
H=Zek (’y,l’yk—2) , er = 2Jv/1+ g% — 2g cos oy, (7.2.11)
k

Lo stato fondamentale ¢ definito da
Y| =0 Vk (7.2.12)
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Gli stati eccitati sono della forma

vl 1) (7.2.13)

con k; # k; per ogni ¢,j (sono fermioni). Allora, a T' arbitraria,
Z =tre M = Y e i = T(1+ e P) (7.2.14)

ng=0,1 k

€; ha un minimo in k = 0 e vale zero solo per g = 1. Il primo stato eccitato e
A1) (7.2.15)

la cui energia ¢
c0=2J1+¢>-29)2=2J]1—-g|=A (7.2.16)

A & un’energia, quindi [A] = L. Vicino alla transizione di fase L ~ &, quindi
Er=1-g) xA~]1—g] — v=1 (7.2.17)

Dovremmo a questo punto calcolare la funzione di correlazione C(x) = (0707, ). Nella fase ferromagnetica
(g <1),

1
lim C(z) = Z(1 — g)/* = m? — B=3 (7.2.18)
T—r 00
Nella fase paramagnetica (g > 1),
C(x) oc e™ 24 = El=A (7.2.19)
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