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1 SU(N)

Definizione 1.1. SU(N) & definito come il gruppo delle matrici U N x N unitarie, cioe tali che UTU =
UUT =1 (da cui segue che UT = U™1), aventi det U = +1.

A

E sempre possibile scrivere un elemento U € SU(N) come U = e?, con A matrice N x N. La

condizione UT = U~! impone una condizione su A:
Ul=et' =4y —  aAl=-4
ossia A & una matrice antihermitiana. Inoltre la condizione sul determinante di U impone che
detU =™ =1 — trA=0

Riassumendo, A deve essere una matrice antihermitiana a traccia nulla. E molto pil conveniente (in
virtl del significato fisico) scrivere A = iH, con H matrice hermitiana; in definitiva, un generico elemento
U € SU(N) pud essere scritto come U = e con H matrice N x N hermitiana a traccia nulla. Le
matrici hermitiane N x N a traccia nulla sono identificate da N? — 1 parametri reali, ossia & uno spazio

di dimensione N2 — 1:
N2-1

H= Y eF, (1.1)
a=1

dove e, € Re {F,,a=1,...,N} sono i generatori del gruppo. L’elemento U del gruppo a questo punto
¢ identificato dagli €,:
NZ2-1

U=exp|i » elFy (1.2)

a=1

SU(N) ¢ un gruppo di Lie; in quanto gruppo, & chiuso rispetto al prodotto di elementi, cioe se Uy, Us €
SU(N), allora U3 = U Uy € SU(N). La chiusura rispetto al prodotto degli elementi implica che i
generatori del gruppo soddisfino ’algebra di Lie:

[Fy, Fp) = iC5 F, (1.3)

C¢, sono costanti reali, dette costanti di struttura del gruppo. Dalle proprieta di antisimmetria del

commutatore, segue che C¢, = —Cf, (sulle altre coppie di indici non possiamo dire nulla per adesso). I

generatori F, e i parametri associati €,, ossia la rappresentazione, non sono univocamente determinati.
Si puo scegliere quindi una rappresentazione piu congeniale a seconda della situazione. L’esistenza di
una rappresentazione ”comoda” ci & garantita dal seguente

Teorema 1. Se esiste una rappresentazione hermitiana dei generatori Fy, allora esiste una rappresen-
tazione dei generatori F, = L, F}, dove L & una matrice reale, tale che:

e [, sia hermitiana e a traccia nulla per ogni a.
AC . . . . .. . .. . .
e (¢, siano antisimmetrici in tutti e tre gli indici.

e La forma quadratica g, = tr[ﬁ'aﬁ’b] risulti essere definita positiva. In altre parole esiste un A > 0
dipendente dalla normalizzazione tale che

Gap = tr[ELFy] = Ao (1.4)

Alla luce di questo teorema possiamo dare la seguente

Definizione 1.2 (Rappresentazione definente di SU(N)).

[Fo, Fy) = i fabeFe fabe completamente antisimmetrico
1
tr[F,Fp] = iéab normalizzazione (1.5)



Diamo altre tre definizioni importanti:

Definizione 1.3 (Sottoalgebra di Cartan).
La sottoalgebra di Cartan di un gruppo di Lie e la sottoalgebra generata dai generatori del gruppo che
commutano fra di loro.

Definizione 1.4 (Rango di un gruppo).
Il rango di un gruppo di Lie & la dimensione della relativa sottoalgebra di Cartan. Per SU(N) il rango
vale N — 1.

Definizione 1.5 (Operatore di Casimir).
Un operatore di Casimir & un operatore costruito a partire dai generatori del gruppo che commuta con
tutti i generatori e quindi con tutti gli elementi del gruppo.

Si dimostra che il rango coincide anche con il numero di operatori di Casimir linearmente indipendenti.
Un esempio di operatore di Casimir e il Casimir quadratico, dato da

NZ2-1
F® = 3" F? (1.6)
a=1
Questo operatore ¢ un Casimir, infatti
N?-1 N?-1
FO R = S 2R = Y (FulFu By + [Fay B
a=1 a=1
N2-1
= Z ifabc(FaFc+FcFa) =0
a=1

in quanto abbiamo contratto fu;., completamente antisimmetrico negli indici a,c¢, con la quantita
simmetrica F,F, + F_.F,.

1.1 Rappresentazione aggiunta di SU(N)

Nella rappresentazione fondamentale (indice f) di SU(N), si ha [Féf),Fb(f)] = ifapc P (questa con-
1
dizione vale per qualsiasi rappresentazione) e tr[F,gf )Fb(f )] = §5ab. In una rappresentazione generica

(indice ), la forma quadratica géz)tr[FéT)Flfr)] sara ancora diagonale se e solo se la sua rappresentazione
aggiunta & irriducibile. In tal caso, g} = T 6,4, dove T prende il nome di indice di Dynkin e dipende
dalla rappresentazione.

Per definire la rappresentazione aggiunta, partiamo dall’identita di Jacobi
[Faa [Fb7FC]] + [FC7 [Fava]] + [Fb7 [FC7FG]] = O (17)

Usando I’algebra di Lie, questa identita puo essere scritta come

- (faedfbce + fbedfcae + fcedfabe)Fd =0 (18)
Dato che gli Fy; sono linearmente indipendenti, I’equazione (8) ¢ soddisfatta se e solo se
faedfbce + fbedfcae + fcedfabe =0 (19)

Questa relazione prende il nome di identita di Jacobi per le costanti di struttura del gruppo. Definiamo
a questo punto

(Féagg))b = ifube (1.10)

che sono N? — 1 matrici hermitiane N2 — 1 x N? — 1 a traccia nulla. Verifichiamo che queste siano in
effetti una rappresentazione di SU(N). Dobbiamo far vedere che queste matrici obbediscano all’algebra
di Lie. Per far cio, riscriviamo l’identita di Jacobi sfruttando 'antisimmetria delle costanti di struttura:

_facefbed + fbcefaed = fabe.fecd = Z..fabe : (_ifecd) = Z'fabe (Fe(agg))Cd



mentre il primo membro sard proprio uguale a [F(Eagg)7 Fb(agg)]cd. Concludiamo che le F\*#®) verificano
Palgebra di Lie e pertanto costituiscono una rappresentazione di SU(N).

Esempio 1.
Fissiamo N = 2. Per SU(2) l'algebra prende la forma [F,, F}| = i€qpeFr, dove €qpe € il tensore completa-
mente antisimmetrico di Levi-Civita. Nella rappresentazione fondamentale, Féf ) = 04/2, dove o, sono

le matrici di Pauli
{0 1 (0 —i (1 0
=81 0/ 27\ o) 7 o -1

1
con tr[o,op] = 204, che implica tr[Féf)Fb(f)] = 5(5@;,. In SU(2) la sottoalgebra di Cartan & triviale ed
esiste un solo operatore di Casimir, quello quadratico.

Per N = 3, invece, i generatori nella rappresentazione fondamentale sono otto matrici 3 x 3, Féf ) = Aa/2,
dove A\, sono le matrici di Gell-Mann:

01 0 0 — O 1 0 0
M=[1 0 0], xa=[i 0 0], x=[0 -1 0
0 0 O 0 0 O 0 0 0
0 0 1 0 0 —
M=(0 0 o], =100 o0
1 0 0 i 0 0
0 0 O 0 0 1 1 0 0
=00 1], M=[0 0 =i, =—[01 0
01 0 0 ¢z O V3 0 0 -2
1
con tr[AgAp] = 2645 € quindi tr[F(Ef)Fb(f)] = 55,1;,. Le costanti di struttura non nulle sono
fizz =1

1
f1a7 = faae = fos7 = faas = 5

1

fis6 = faer = 3
V3

fass = fers = 5

e le varie permutazioni di queste. Notiamo che F3(f ) e Féf ) sono gia diagonali e automaticamente
commutano tra di loro. Questo ci dice che esse generano la sottoalgebra di Cartan (che in questo caso
ha dimensione 2). In SU(3) vi saranno pertanto due operatori di Casimir linearmente indipendenti: uno
e quello quadratico. Vogliamo trovare il secondo.

1.2 Secondo operatore di Casimir per SU(3)

Diamo innanzitutto una definizione preliminare: in SU (V) consideriamo 'anticommutatore { F, D F b(f )} =

Féf)Fb(f) +Fb(f)F,£f). Questa € ancora una matrice hermitiana (a traccia non nulla stavolta) che possiamo
scrivere come

{FD,FDY = Capll + dap FLP (1.11)

11 valore di Cg;, possiamo ottenerlo prendendo la traccia di entrambi i membri:
tr [{F, R} = 20{F FD) = 80y = Captrl = CapN
quindi Cyp = d4p/N e la relazione (11) puo essere riscritta come

1
(FH Ry = Afanl + dape P (1.12)



in cui dgp. € un tensore reale completamente simmetrico. La simmetria nei primi due indici ¢ un’im-
mediata conseguenza della definizione, infatti I’anticommutatore € simmetrico negli indici. Per vede-

re la simmetria anche sul terzo indice, ”proiettiamo” la (12) su Fc(f ), usando come prodotto scalare
(Féf),Fb(f)) = tr[Féf)Fb(f)}, ottenendo

dave = 260 [{FD, RO} FD] = 200 [FORDFD + B RO FD
= otr [{F;f>,F§f)} Fb(f)}
=2t [{ £, FD} FO]

dove negli ultimi due passaggi ¢ stata usata la ciclicita della traccia negli indici. Concludiamo dunque
che dape = dpae = dach = deap = depa, cioe il tensore & completamente simmetrico nei tre indici. Inoltre,
esso ¢ reale (si vede dalla precedente equazione che d, . = dgpe, sfruttando il fatto che i generatori F,gf )
sono hermitiani).

Usiamo quindi la seconda identita di Jacobi, valida in ogni rappresentazione,

[ch {Fb; Fc}] + [F07 {FaanH + [Fb7 {Fca Fa}] = O (113)
insieme alla definizione (12) (valida nella rappresentazione fondamentale), per trovare 'identita

fadedbce + fbeddcae + fceddabe =0 (114)

Introduciamo l'operatore D, = —dgpeFpFe. In virtt dell’identita (14), si dimostra che vale la seguente

W N

regola di commutazione
[Daan] :ifabch (115)

In virtu di questa regola di commutazione, si deduce che ’operatore G® =F,D, = gdachanFc € un

operatore di Casimir (Casimir cubico), cioe [G®), F,] =0 per ognia =1,...,N? — 1.
N.B. In SU(2) i dgpe sono tutti nulli, in quanto {o;, 0;} = 2§;,I, quindi, come ci aspettavamo, G® =0
per SU(2), e I'unico Casimir indipendente ¢ quello quadratico.

1.3 Indice di Dynkin

L’indice di Dynkin TI({) ¢ definito dalla relazione, valida in ogni rappresentazione,
tr[FF] =T 64 (1.16)

e dipende dalla particolare scelta della rappresentazione. Sia ”7” una rappresentazione irriducibile. In
questa rappresentazione, per il lemma di Schur, gli operatori di Casimir sono tutti multipli dell’identita,
in particolare, per il quadratico, si ha

F(2){7“} = Cz(«r)ﬂd(r)xd(r) (1.17)

e si puo trovare una relazione tra Tg) e C’g):

1

Esempio 2.
1 N2 -1
1. Nella rappresentazione fondamentale, T}(%f ) = 2 d(f) = N, da cui segue che C’l(g,f ) = SN

2. Nella rappresentazione aggiunta, d(agg) = N2 — 1, che implica Tl(%agg) = C}agg) = N. Per ricavare
il valore & necessario usare la relazione di completezza per gli Fa(f ),

2

Z (F(Ef))ij (Féf)>kl = % (§il§jk - ]1[517‘51@1) (1.19)
f .

a=



da cui si ottengono le seguenti relazioni:

N2-1

N2 1
> F<f>F<f>) - 5 1.20
—~ ( @ Tae Jy oN Y ( )
= ) Lo
) ") _ _
; <F“ ByE )ij 2N (Fb )ij (1.21)

Queste, unitamente all’algebra, servono per dimostrare che

facdfbcd = N(sab (122)

Questa relazione puo essere letta in due modi: il primo membro puo essere visto come la traccia del
prodotto di due generatori nella rappresentazione aggiunta, che implica Tl(fgg) = N, oppure puo

. . . . . . . . RN a
essere visto come il valore del Casimir quadratico in rappresentazione aggiunta, cioe Cg, g8 — N.



2 Rappresentazioni irriducibili di SU(3)
2.1 Richiamo: rappresentazioni irriducibili di SU(2)
Siano T4, Ts, T5 i generatori di SU(2). L’algebra di SU(2) ¢ data da
[Ta, Th) = ieapcTe (2.1)
In SU(2) abbiamo un solo Casimir, il quadratico:

N2-1

T =N 17
a=1

Scegliamo come osservabili compatibili T3, T(?) e definiamo gli operatori di salita e di disceda Ty =
T1 + ’L'TQ, tali che

(T3, Ty] = £T4

[Ty,T-] =275

e fissiamo un autostato simultaneo di 72 e Ty, |j,t3):

T®j,ts) = j(j + Dlj ta)
T35, t3) = talj, ts)
con j € {0,1/2,1,3/2,...} e t3 € {—j,—5 +1,...,5 — 1,j}. Fissato j, abbiamo una rappresentazione

irriducibile di SU(2) per spin j, che ha dimensione 2j 4+ 1 (il numero dei possibili valori di ¢3). Sugli
autostati |7, t3) si ha

Teljits) = V(i +1) —ts(ts £1)]jits £ 1)

Possiamo infine introdurre il diagramma "peso” di SU(2), in cui vengono riportati su un grafico i possibili
valori di t3:




Passiamo quindi a SU(3). Dobbiamo innanzitutto trovare un insieme completo di operatori che
commutano. Abbiamo immediatamente i due Casimir F(?) e G®). Come lo completiamo? Siano F, i
generatori di SU(3) e definiamo

Fio3=Ti23
Te =Ty + 4T,
Vi = F, +iF;
Ui = Fg L iF7%
2
Y =- 2FR (2.2)

V3

Notiamo subito che {7, T5, T5} generano un sottogruppo SU(2) detto sottogruppo di T-spin. Riscriviamo
quindi l'algebra di SU(3) in termini di questi nuovi operatori:

1 1
(15, Ty] = £T4 [T3,U+] = i§Ui (13, Vy] = i§V¢ (2-3a)
YV,Ti]=0  [Y,Ui]=2Us  [Y,Vi]=£V4 (2.3b)
[T, Vil=0 [T.,U-]=0 [Uy,V4]=0 (2.3¢)
[Ty, Vi =-U- [T}, U =Vy U,V =T [I5Y]=0 (2.3d)

Inoltre

T, T_] = 2T} (2.4a)
[U+, U,] = gy - T3 = 2U3 (24b>
Ve V] = gy + Ty = 2V (2.4¢)

Concludiamo percid che esistono altri due sottogruppi SU(2) generati da {V; = Fy,Vo = F5,V3} e
{Uy = Fg, Uy = Fy,Us}, detti rispettivamente sottogruppo di V-spin e sottogruppo di U-spin.

Possiamo adesso completare Iinsieme completo di operatori prendendo {F®?) G®) T() T3 Y}, dove
T®) & il Casimir quadratico del sottogruppo di T-spin. Allora le rappresentazioni irriducibili di SU (3)
saranno classificate da due indici, corrispondenti ai valori dei due Casimir di SU(3).

11 diagramma peso di SU(3) sara dato quindi dal grafico bidimensionale in cui vengono riportati i valori
degli operatori T3 in ascissa ¢ Y in ordinata (v. figura):

i A

Gli effetti dei vari operatori definiti su un autostato simultaneo degli operatori di base sono i seguenti
e T aumenta di 1/2 il valore di T3, mentre T_ lo diminuisce di 1/2.

e V, aumenta di 1/2 il valore di T3 e di 1 il valore di Y, mentre V_ diminuisce di 1/2 il valore di T5
e di1il valore di Y.

e U, diminuisce di 1/2 il valore di T3 e aumenta di 1 il valore di Y, mentre U_ aumenta di 1/2 il
valore di T3 e diminuisce di 1 il valore di Y.



Data una rappresentazione (p, q) irriducibile di SU(3), il suo diagramma peso avra struttura esagonale,
con lati di lunghezza p e ¢q. In generale

d(p.0) = 5o+ Dla+ D(p+a+2) (25)

In analogia con SU(2), definiamo uno stato di ”peso massimo” |max) come lo stato avente t3 massimo,
che per una rappresentazione (p, q) vale t3* = (p 4 q)/2:

p+q

T3|'(/)max> = T|"/jmax> (26)

Inoltre si osserva che |[thnax) appartiene a un multipletto di U-spin (con valore di Us minimo) e a un
multipletto di V-spin (con valore di V3 massimo):

U3|wmax> = _g‘wmax> (27&)

p
V3|wmax> = §‘¢max> (2.7b)
con
T+|’l/)rnax> = V+‘77[}max> = U—|U)max> =0
2
Sommando le definizioni di Us, V3 otteniamo Y = §(U3 + V3). Da questa relazione possiamo trovare il

valore di Y su [¥max):

;(US + ‘/3)|’(/}max> = %(P - Q)|wmax> (28)

Vogliamo infine valutare il Casimir quadratico su una rappresentazione irriducibile (p, q):

Y|’(/}max> -
2 9
F((p,)q) = Cl(”]‘g Q)Hd(pvq)xd(p,q)

cioe vogliamo determinare C’},p’q). Per farlo, ¢ sufficiente calcolare 'operatore sullo stato |¢max), scriven-
dolo come

2 1 1 1 3
Fy = ST, T} + 5{U Ul 4+ S Ve, Vo) + T3 4 1Y (2.9)
e usando le relazioni trovare in precedenza. Il risultato ¢ dato da
1
P9 = S +pa+0*) +(+0) (2.10)

Scriviamo adesso le rappresentazioni irriducibili di SU(3) piu semplici e i relativi diagrammi peso:

e (p,q) = (0,0). Questa & la rappresentazione triviale, di dimensione d(0,0) = 1 e diagramma peso




e (p,q) = (1,0). Questa & la rappresentazione fondamentale di SU(3), con dimensione d(1,0) = 3. 1l

suo diagramma peso ¢

A )
———————————————————— ,
*\ 13 s
LY 4
LY '
LY ¥
£y J
\t 'J' -
A}
-1/ 2 \ FES T ts
1Y I
% r
3 ’
£y I
"\ I
(Y ¥’
“ ’
\ 7
Y i
\ r
v |
N F
W_z;3
e (p,q) = (0,1). Questa ¢ la rappresentazione complessa coniugata della fondamentale, e la sua
dimensione ¢ indicata con d(0,1) = 3*. Il suo diagramma peso si ottiene da quello della (1,0)
scambiando i segni in ordinata.
v
2/ 3
l'il\
LY
! \
¥ \
+ \
’ A
x Ay
L \
4 Y
4 \
! A
’ \
K ' .
-1/ 2 ‘! Y 12 P
LY
¥
Fi ‘\\ Iy
7 1
/! 13 N
el L] IS .
e (p,q) = (2,0). Questa rappresentazione ha dimensione d(2,0) = 6. Il suo diagramma peso &



Ay
|-L f3
.r’ \‘
/ AN
J/ A
Fi LY
Fi A
4 A
ri A
i %
¥ 173 g
f A
'
-1 ri ‘\
7 A} -
FRYE: 1 2% t
I . 3
.l" !
I ‘\
’ L)
P S A,
-2/ 3

10



e (p,q) =(1,1). Questa & la rappresentazione aggiunta, d(1,1) = 8. Diagramma peso:

Ay
1
-’----- ----*
r A
£ LY
4 LY
' A}
£ A
£ A}
i LY
¥ A"
IJ ‘\ 1
—4 : » >
I [ ]
Y -1 2 1/ 2 / I3
1Y '
L) ¥
A i
A !
Al ¥
A F
L) I
1Y f
R ey |
Lo stato con (t3,y) = (0,0) & doppiamente degenere. In un generico diagramma peso vale la

seguente regola: lo strato piu esterno € non degenere, quello immediatamente piu interno & due
volte degenere e cosi via. L’aumento della degenerazione si interrompe quando lo strato a cui si
arriva ha una struttura triangolare.

e (p,g) = (3,0)
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e (pg)=(21)

2.2 Multipletti di spin isotopico

Negli anni ’60 le particelle conosciute, gli adroni, si dividevano in due famiglie: i mesoni (di spin intero)
e i barioni (di spin semi-intero). Era stato osservato che nelle interazioni forti il numero barionico B
si conservasse (ogni barione coinvolto nel processo da un +1, ogni antibarione un —1 e i mesoni 0).
All’epoca era nota una simmetria SU(2) (spin isotopico) per le interazioni forti. I multipletti noti erano:

o t=0:
77;77/»Wa¢ Q:tSZ()vB:O
A° Q=1t3=0,B=1
° t:1/2:
1
n,p Q:t3+§73:1
1
K K+ Q:t3+§,B:O
_ 1
KK Q=ts—5.B=
1
E-,8° Q=ts—5,B=1
e t=1
=m0, nt Q=1t3,B=0
p=, 0%t Q=13,B=0
»,x0 ut Q=t;,B=1
o t=3/2:
AiaA07A+7A++ Q:t3+7
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Fu osservato che per molti multipletti di isospin vale la relazione QQ = t3+ g. Quelli che non rispettavano

questa regola vennero chiamati strani. La relazione venne quindi corretta da Gell-Mann e Nishijima
(1953):

Y
Q=ts+5) Y=B+S (2.11)

dove Y & Uipercarica forte, B il numero barionico e S la stranezza. Questi numeri quantici si conservano
nei processi forti.

I multipletti di isospin possono quindi essere ”graficamente impilati”, ottenendo alcune rappresentazioni
irriducibili di SU(3). Questa osservazione fece pensare che la simmetria SU(2) di isospin poteva essere
generalizzata ad una simmetria approssimata SU(3) di sapore. Questa ¢ una simmetria peggiore, in
quanto le differenze di massa all’interno dei multipletti di sapore sono piu consistenti rispetto a quelle
tipiche dell’isospin. Questa impilazione aiutd a predirre I’esistenza di un barione con J¥ = %JF,Y =
—2,58 = —3 che andava a completare il diagramma peso del decupletto barionico, ossia '~ (che all’epoca
non era ancora noto). Fu inoltre osservato che tutte le componenti di un multipletto di U-spin hanno la
stessa carica.

2.3 Rappresentazione complessa coniugata in SU(N)

Data una certa rappresentazione di SU(N), U = exp(ie,Fy), con [Fy, Fy] = ifapcFe, prendiamone il
complesso coniugato (I’operazione preserva la struttura di gruppo):

U* — e—ieaF; _ eieaﬁ‘a,
dove F, = —F’ soddisfano I'algebra di Lie: [Fa, Fb] = ifabcﬁc.

Definizione 2.1.
U e U* si dicono equivalenti se esiste una matrice S invertibile tale che SUS™! = U* per ogni U € SU(N).
In termini dei generatori:

. . -1 . S
SUS*I _ SezeaFasfl _ ezeaSFaS —_ U* — eZEaFa Vea

da cui la condizione di equivalenza sui generatori si legge come SF,S™! = F, = —F7.
Esempio 3.
Consideriamo la rappresentazione fondamentale di SU(2), F, = 0,/2. Siha oy0,02 = —0 (cioe S = 03),

quindi la rappresentazione fondamentale e la sua complessa coniugata sono equivalenti. Per SU(3) invece
questo non & vero.

Teorema 2.
Se una data rappresentazione hermitiana & reale (cioé ¢ equivalente alla sua complessa coniugata), allora
i generatori hanno autovalori in coppie di segno opposto.

Esempio 4.
Consideriamo la rappresentazione fondamentale di SU(3) e il generatore \g, dato da

0

10
=0 1
V3o o

-2
questo non rispetta la condizione sugli autovalori, e quindi la rappresentazione non ¢ reale.

Esempio 5.
La rappresentazone aggiunta di SU(N) e reale, infatti Flee8) = —(Féagg))* =F,

Dimostrazione.
Per ipotesi SF, S~ = —F per ipotesi. Sia |A\) un autostato di F,, i.e. F,|A) = A|\), con A € R perché
F, & hermitiano. Allora

FrS|I\) = —(SF,S71)S|\) = —SF,|\) = —AS|\)
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coniugando questa relazione si ottiene
Fa(SIA)" = =A(S]A)*

cioe (S|A))* & autostato di F, per —\.
O

Le particelle note all’epoca di Gell-Mann non si disponevano nella rappresentazione fondamentale
di SU(3). Questa peculiarita fece sorgere il dubbio che dovessero esistere particelle fondamentali che
occupavano la rappresentazione (1,0), i quarks, i cui stati legati costituivano le particelle adroniche
osservate.

14



3 Prodotto diretto di rappresentazioni irriducibili di SU(3)

Esempio 6.
In SU(2) consideriamo due particelle di spin Jq, Ja: lo stato complessivo trasforma sotto rotazioni come
il prodotto diretto delle due rappresentazioni, i.e.
(J1) (J2)
Dyt ay (B) Dy (R)
Per SU(2) il prodotto diretto si puo scrivere in termini della serie di Clebsch-Gordan:

Ji+J2
J1 J: Ji1JaJ J1JaJ J
Di (RPN (R) = Y SO S Ol v Ciiai DS (R) (3.1)
J=|J1—Js| M M’

Se non si ¢ interessati ai particolari coefficienti, il risultato si puo ottenere con il metodo grafico, sfruttando
ladditivita di J,.

11 metodo grafico puo essere esteso a SU(3), in cui stavolta sfruttiamo 1'additivita di y e tgﬂ.

3.1 Metodo tensoriale

Definizione 3.1.

1. Un vettore controvariante ¢' & un oggetto che trasforma sotto SU(N) come
¢ — " =Uy¢ = U;qj (3.2)
con U in rappresentazione fondamentale di SU(N).
2. Un vettore covariante g; & un oggetto che trasforma sotto SU(N) come
7 — 7 = Ujjg; = (UN)yg; = (UG, (3.3)
con U* in rappresentazione complessa coniugata della fondamentale di SU(N).

3. Un tensore (misto) di rango (p,q) T;;;: trasforma sotto SU(N) come

21001 fiyip iv . TTi 6 o + B 1o
le"'j: - Tj1~-jqp - ngll Ué’;(U )311 (U )j:Tgl...g: (34)
cioe trasforma come il prodotto di p rappresentazioni fondamentali e ¢ rappresentazioni antifonda-

mentali.

4. La delta di Kroenecker & un tensore invariante per SU(N),

5i = =J (3.5)
0 i#j
infatti 0% — 0 = Ug(UT)fég = (UUT);- = 0%. Anche il tensore completamente antisimmetrico,
+1 se (i1,...,ix) & una permutazione pari di (1,..., N)
€TIN = ¢ o =14 =1 se(i1,...,ix) & una permutazione dispari di (1,..., N) (3.6)
0 altrimenti (almeno due indici uguali)
¢ invariante sotto SU(N):
N = I L IN 0 ON ot [N = N (3.7)
in quanto det U = 1.
5. La traccia di un tensore su una coppia di indici e data da
Qig---1 _ SRR 7
Tajswig = Tjrgy 0 (3:8)

Abbandoniamo adesso il caso generale e focalizziamoci su SU(3). Un tensore T;ll;:’ di rango (p, q)
avrd in generale 319 componenti.

1Non sara riportato qui perché i grafici sono difficili da gestire.
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3.2 Riduzione di un tensore di rango (p,q)
Definiamo tre operazioni di riduzione di un tensore.
1. Contrazione di un indice controvariante e uno covariante tramite la delta di Kroenecker:

il“'ip .ja
J1Jq "

Il tensore risultante avra rango (p — 1,q — 1).
2. Contrazione su due indici covarianti tramite il tensore completamente antisimmetrico:

T giaivis

Il tensore risultante avra rango (p + 1,q — 2).

3. Contrazione su due indici controvarianti tramite il tensore completamente antisimmetrico:

j1~~-g§€iaiqu+1
11 tensore risultante avra rango (p — 2,q + 1).

Definizione 3.2.
Un tensore T' di rango (p, q) si dice irriducibile se, tramite le operazioni di riduzione (1),(2),(3), si ottiene
sempre il tensore identicamente nullo. Altrimenti, il tensore & detto riducibile.

Teorema 3.

Sia T un tensore di rango (p,q) e siano @1, ..., ¢4 le componenti linearmente indipendenti di T'. Se le
incolonniamo in un vettore e trasformiamo sotto SU(N) T in T”, avremo una trasformazione indotta
¢ ol ¢
= | =Vaxa | : (3.9)
oy oF ba

con Vx4 rappresentazione di SU(3) di dimensione d. Allora Vx4 € irriducibile se T' & irriducibile.
I tensori ¢d%, cek, ce;jr (¢ costante) sono invarianti, e quindi irriducibili. Corrispondono alla rappresen-
tazione irriducibile (0,0) = 1. Un generico tensore di rango (p, ¢) sara irriducibile se e solo se & simmetrico
sugli indici controvarianti e sugli indici covarianti, cosi che le contrazioni con il tensore completamente
antisimmetrico siano nulle, ed & a traccia nulla, cosi che la contrazione con la delta sia nulla.

Il numero di componenti linearmente indipendenti di un tensore irriducibile di rango (p,q) e d(p,q) =
%(p + 1)(¢+ 1)(p+ q¢+2). Quindi le componenti indipendenti di un tensore irriducibile di rango (p, q)
trasformano sotto SU(3) come la rappresentazione irriducibile (p, ).

(p,q) ‘ d(p,q) ‘ tensore irriducibile

(0,0) 1 I

(1,0) 3 qi

©on} 3 |g

(2,0) 6 S (simmetrico)

(0,2) 6* S;; (simmetrico)

(1,1) 8 T} (traceless)

(3,0) 10 S%F (completamente simmetrico)

(0,3) 10* Sijk (completamente simmetrico)

(2,1) 15 S,ij (simmetrico negli indici in altro e traceless)
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3.3 Decomposizione del prodotto diretto con il metodo tensoriale

Esempio 7.
Prendiamo un tensore riducibile di rango (2,0) T%. Possiamo decomporlo in somma di tensore irriduci-
bili:

TV = %(Tij + T9%) + %(Tij —TY) =8 4 AY (3.10)
con S% = S7* quindi S¥ € 6 ed & irriducibile. Quello che resta & una 3 oppure una 3*? Eseguiamo la
riduzione

qk = EijkTij = eijk(Sij + A”) = EijkAij

con g, € 3*. Calcoliamo adesso

€74y, = €M eapp T = (84,6] — 6,05)T°" =TV — T7" = 24"
cioe
Aij _ leijqu
2
da cui
=84 %eijqu (3.11)

cioe 3 ® 3 = 6 @ 3*. Notiamo che la decomposizione in parte simmetrica e antisimmetrica ¢ invariante
sotto SU(3).

Esempio 8.
Sia T} € 3®3*. In generale avremo 9 componenti. Per avere un tensore irriducibile manca la condizione
di traccia nulla. Allora possiamo decomporre come

. . 1 . 1 i
Ti = (TJ —~ 3T,§5;> + 3705 = 77 + T 5 (3.12)
adesso TJZ ¢ a traccia nulla, e quindi irriducibile, cioe Tj’ € 8. Il resto € proporzionale al tensore invariante
5?, quindi concludiamo che 3 ® 3* =8 @ 1.

Vale inoltre la seguente relazione: se T v ;” ¢ un tensore irriducibile di rango (p,q) e Sji jq € un
tensore irriducibile di rango (g, p), allora le component1 di T trasformano come le componenti di S*, cioe

(p,q) = (¢:p)".
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4 Modello a quarks

Proposto nel 1964 da Gell-Mann e Zweig, il modello introduce delle particelle fondamentali dette quarks
che popolano la rappresentazione fondamentale di SU(3). T quarks si presentano in tre flavors: u (up), d
(down), s (strange). Le corrispondenti antiparticelle popolano la rappresentazione complessa coniugata
della fondamentale. I numeri quantici di questi tra quarks sono riassunti nella seguente tabella:

ﬂavor‘t‘ t3 Yy ‘Q—t3+y/2‘B‘ S
111 119
IR I T A A
2 2 3
ol o3

I mesoni e i barioni sono quindi stati legati di questi quarks: i mesoni, aventi spin intero, saranno
formati da una coppia quark-antiquark, mentre i barioni, di spin semi-intero saranno formati da tre
quark. La simmetria SU(2) di isospin coinvolge solo i quarks u, d.

Paradossi del modello a quarks

1. Non sono mai stati osservati i quarks, né stati legati gq oppure qqq,qqqq, etc...

2. Problemi con la statistica di Fermi-Dirac: lo stato [ATT,J = 3/2) = |u/(r1)uz2)uz3)>g:0 & com-
pletamente simmetrico (spin, orbitale e flavor), quando in realta dovrebbe essere completamente
antisimmetrico (in quanto stato legato di tre fermioni identici).

Entrambi i paradossi furono risolti con la cosiddetta proposta del colore: per rendere antisimmetrico
lo stato di cui sopra fu proposto un numero quantico aggiuntivo detto appunto colore. Per ogni sapore,
si hanno tre colori:

u' = (u',u?, u?)

d' = (d*,d?,d*)
st = (s, 5%, 5%)

Usando il colore, possiamo facilmente antisimmetrizzare |A*+):
1 ) .
AT J=3/2) = ﬁ%‘ﬂ“fl) T, uzz) T ul(cg) M=o (4.1)

L’introduzione del numero quantico di colore mette in luce una nuova simmetria:
Simmetria SU(3) di colore _ _ .
u' — " = Usu?
con Ul € SU(3)c (mescola le componenti di colore). Applicando una trasformazione SU(3)¢ allo stato
|ATT) si ottiene

et It = € ULU) UFuuPu® = det Uegpeu®uu® = eqpeuuu’

Quindi lo stato |[ATT) ¢ invariante per trasformazioni SU(3)¢, in particolare, & un singoletto di colore.
Il discorso viene esteso a tutti gli stati adronici tramite il
Postulato del confinamento: tutti gli stati adronici (e le corrispondenti osservabili fisiche) sono
singoletti di colore.
Per i mesoni, si postula che gli stati [¢;g;) (a priori 9 stati di colore) siano singoletti di colore dati dalla
contrazione tra gli indici 7, j:

3
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Notiamo che i ¢* trasformano secondo la rappresentazione 3¢, mentre i g; secondo la 3¢, cioe

¢ — ¢ =Ujd

7 — a0 = (UG (4.2)
Estendendo quello che abbiamo ricavato sui prodotti diretti si hanno le seguenti relazioni:

3c®35=1c @ 8¢
3c®¥3c®3c=1c B8 B8 D 10¢ (4.3)

Per il postulato del confinamento, in natura si realizza solo la rappresentazione 1.

4.1 Evidenze sperimentali (indirette) del numero quantico di colore

1. Decadimento 7 — . Si pud mostrare che la larghezza di decadimento del processo &

2,3 2 2.3
o A2/ 2 zamw_NC My A2
dove N¢ ¢ il numero di colori, @, e Qg sono rispettivamente la carica del quark up e del down,
a = 1/137 & la costante di struttura fine, m, ~ 135 MeV, F; ~ 92 MeV ¢ la costante di decadimento
del 7°. Confrontando con il valore sperimentale della larghezza Tey, &~ 7.48 €V, si ha perfetto
accordo per Ng = 3.

2. Annichilazione e"et — adroni. Si suppone che alla base di questo processo vi sia un processo
fondamentale e~e™ — gg — (adronizzazione) — adroni. Ad alte energie si osserva che

o(e” et — adroni) ~ Za(e_e+ — q}qm (4.5)

fii
con f = 1,...,Ny(s) numero di flavors che possono contribuire al processo (y/s & l'energia nel
sistema del centro di massa), cio¢ 1 flavors tali che 2my < /s, e i =1,..., N, & il numero di colori.

N.B. La carica dei quark dipende dal flavor e non dal colore:

Ny Ne
L™ == Qyle] > v iA,
i=1 i=1

Quindi la corrente elettromagnetica ¢ invariante per SU(N.), in particolare ¢ un singoletto di co-

lore (in accordo con il postulato del confinamento). Allora la corrente e.m. avra una simmetria
U(Dem. x SU(N.)c.

Nel limite s > mfc, m? la sezione d’urto differenziale, mediata sulle polarizzazioni iniziali e sommata
su quelle finali sara data da

dU _ i = C¥2
d—Q(e+e = qyGy,;) =~ ZSQi(l + cos® 0) (4.6)
da cui a2
— i— T
olete” — q5dy,i) ~ 37362? (4.7)
Si definisce quindi il rapporto R (o rapporto di Drell) come
_ . Ny(s)
o(ete™ — adroni) 5
R = e S ) Ne > Q3 (4.8)
f=1

Sperimentalmente, si osserva che la dipendenza di R da v/2 & costante e vale circa 2 fino a energie
di 3 GeV. Tra 3 e 4 GeV si hanno delle risonanze, dopodiché il valore di R rimane costante fino a
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9 GeV e vale 10/3 =2+ 4/3. Tra 9 e 10 GeV si hanno altre risonanze, e poi di nuovo costanza a
11/3 =2+4/3+1/3. Le risonanze furono spiegate con l'attivazione dei canali per dei nuovi quarks
che contribuiscono alla sezione d’urto. Tra 3 e 4 GeV si apre il canale del quark charm (c). 11 4/3
di differenza rappresenta la carica al quadrato del ¢ moltiplicata per il suo N.. Si ottiene quindi
Q.=2/3,N. =3,m.~ 1.5 GeV. Tra 9 e 10 GeV si apre il canale del quark bottom (b). Con gli
stessi ragionamenti si ottiene Q, = —1/3,my & 4.5 GeV. L’accordo tra esperimento e teoria si ha,
ad alte energie, per N, = 3.
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5 Teoria di campo quantistica per i quarks (QCD)

Esempio 9 (QED).
Fermioni di spin 1/2 e carica ¢ = Q|e|. La Lagrangiana &

L=D —m)y — {FuF™ = Lr + La (5.1)
con ) =~"D,, e D, =8, +iQ|eA,,. Concentriamoci inizialmente sulla parte fermionica:
Lr=¢@ilp —m)p =P(id —m)p — Qlefp Ay = Lo + Ly
Lo, L1, Lr, L sono invarianti per trasformazioni di gauge U(1) globali

Y(x) = Y (z) = 9% (x) (6 = cost.)
Aue) > Ay(2) (5.2

mentre L, L sono invarianti anche per trasformazioni di gauge U(1) locali

P(z) = P (z) = 9 ep(a)
Au(z) = A(z) = Ay () - %aue(x) (5.3)

D,, ¢ detta derivata covariante perché trasforma come 1 sotto trasformazioni locali:

Dytb(x) = D' (x) = (9 +ilel QA (2)v(x) = €' (9,1 +iQ(0.0) +iQlel Aut — iQ(8,0))
=9, +iQle|A, )Y = '@ D 1

da cui D}y = Q@) D yp = Q0@ D, =10y’ cioe I'operatore D, trasforma come
D, — D), = 9@ emiQ0®) (5.4)

Tensore intensita di campo.
Consideriamo la quantita [D,,, D, ]y = [(0, + iQlelAL), (0, + iQle| A, )]1. Nel caso abeliano della QED,
rimangono solo i termini misti perché A, commuta con se stesso, quindi

[Dy, Dyl = iQle| ([0, Au] + [Ay, 0]) ¥

= iQ|e|(8M(A,,¢) - Auam/) + Auazxw - 81/(‘4/11@)
iQ|€| ((8MAV)¢ + Avauw - Auauw + Auarﬂ/) - (8,,/4#)1# - Auaﬂ/})
=1Qle|(0pAy = 0y ALY = iQle|Fluy

cio¢ F,, = [D,,D,].

Passiamo adesso al caso non abeliano di SU(N;). Abbiamo

N.

Lo =Y ;i = m)i; (5.5)

i=1

con m uguale per tutti i colori. Definiamo

(1
Y= : (5.6)
YN,
Allora la Lagrangiana libera sara -
Lo = (i —m)y (5.7)

21



Abbiamo una simmetria globale SU(N,):
o = Uy
=9 =gut (5.8)

con U € SU(N,). Le ¢ trasformano come la rappresentazione fondamentale di SU(N,) (perché hanno
proprio N, componenti), quindi (indichiamo con T, i generatori nella rappresentazione fondamentale)

N2-1
U=exp|i Z 0,1,
a=1
[Tru Tb} = ifabcTc
1
tr[TaTb] = §6ab (59)
Vogliamo quindi passare al caso locale: £y non sara piu invariante a causa del termine cinetico. Per gene-
ralizzare la simmetria dobbiamo allora aggiungere a L un termine di interazione di tipo accoppiamento
minimale (come nel caso della QED): Lo — Lo+ L1 = LF.
5.1 Trasporto parallelo

Definizione 5.1.
Sia ¥ € V, un vettore. Definiamo il trasporto parallelo lungo una curva Cy., come una trasformazione
W(Cyes : Vo = Vi, W(Cyy) € SU(N,), con le seguenti proprieta:

1. W(0) =1 (dove 0 indica una curva di lunghezza nulla).
2. W(CQ o Cl) = W(CQ)W(Cl)
3. W(=C)=w() !

4. Sotto una trasformazione di gauge locale

siabbia W (Cyes) = W/ (Cyy) = U(y)W (Cyey)UT (). In questo modo, seqz (y) = W(Cyea)t(x)
allora

V' (y) = W(Cyea)¥' () = U)W (Cyea) U (2)U (2)9(x) = U(y) ¢ (y)
5.2 Campi di gauge
Consideriamo il trasporto parallelo infinitesimo da = a = + dz:
W(Crtdpes) = exp(—igA, (z)dat) ~ 1 —igA,(x)dz" (5.10)

con A,(x) € su(N.) (algebra di SU(N,)), cioe tale che AL = A, e trd, = 0, quindi scrivibile in termini
dei generatori
NZ2-1

Au(z) =Y AT, (5.11)
a=1
Gli Af, sono detti campi di gauge. Vediamo come trasformano gli A, (x) sotto trasformazione di gauge:

W (Crideesz) =1— igA;(x)dm“ =U(z 4 d2)W(Cortdece)UT ()
= U(z +dz)(1 — igA,(z)dz")UT (2)
=U(z +dz)U'(z) — igU(x + do) A, (z)UT (z)dz”
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Sviluppando U(z + dz) e ritenendo solo il primo ordine in dz otteniamo
1 —igAj, (z)da" = [U(x) + 9,U (x)dz"|U (z) — igU (x) A, (2)UT (z)dat

1 —ig |U(@) A (@)U (2) + é(@uU(I))UT(m) da (5.12)

Dal confronto otteniamo infine

A (@) = U(2)Au(2)U (2) — é(auU(x))UT(l’) (5.13)
Definizione 5.2.
1l differenziale covariante D1 € definito come
D(z) = W(Cospian)p(x + dz) — (a) = W(Cryaues) ' 9(z + dz) — 9 (@) (5.14)

Espandendo al prim’ordine:

Dip(x) = (1 +igA,(z)dz")Y(x + dz) — (z)
= P+ de) — () + igAy(2)dz”
~ [0 () + igA, (z)(z)]da?

Definiamo quindi la derivata covariante
D,=0,+1igA, (5.15)

In questo modo, in analogia al caso elettromagnetico

D'y =U(a)y
D) = U(z)Dyip(x) = UD, U
D, =UD,U!

Possiamo adesso scrivere la Lagrangiana fermionica tramite 1’accoppiamento minimale
Lo=9p(id —m)yp — Lp =19 —m)p (5.16)
L adesso ¢ invariante per trasformazioni SU(N,.) locali. L puo essere scritta come Ly + Ly, dove

Lr=—gpAy (5.17)

Nella nostra descrizione manca solamente il termine di pura gauge (I’analogo a Fj,, F*” in QED).
Partiamo dall’introduzione di un tensore di campo per la QCD definito allo stesso modo che in QED:
[Dy, Dol = [(0p + igAu), (On +igAy)]
= Zg ([a}m Al/]¢ + [AV7 6V]w + ig[A;M Al/]¢)
=1g (aMAV -0 A+ ig[A,“ ANy = 19 Fu1

cioe
ELV = 6;LAV - al/A/l. + ig[A;u Au] (518)
F,. € su(N;), quindi F,, = Zfl\zl—l Fg,T,. Allora la (5.18) diventa, in componenti,
Fu = F3,Ta = (0,AL — 0,AUT, +ig[Ty, T AL AS,
= (0, A% — 0,AUT, + igi frea T* AL AL,
= (0, AL — 0, A% — gfurc AL AST, (5.19)
cioe
F, = 0,4,

v

— 0,45 — g fare AL A (5.20)
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Vediamo come trasforma F},,. Usando la definizione, si ha che
1 1
Fl, = @[D:L,D{,] =U (ig[DmD,,]> Ul =UF,U" (5.21)

Concludiamo che, nel caso non abeliano, il tensore dei campi non ¢ un invariante di gauge (trasforma in
particolare come la rappresentazione aggiunta di SU(N,).

Consideriamo adesso un percorso chiuso infinitesimo dato dal parallelogramma avente per vertici i punti
z,x + dz,x + dz + dy,r + dy. 1l trasporto parallelo sul percorso chiuso ¢ dato da

W(Omem) = W(O:u—m—i-dy)W(Cx+dy<—z+dr+dy)W(Cz+dm+dy<—x+dz)W(Om+dx<—x)
Usando la formula di Baker-Campbell-Haussdorf
AMAB _ 6A(A+B)+A;[A,B]+0(A3) (5.22)
si ottiene
W (Cyriz) = exp[—igF, (x)dz"dy"] (5.23)
Operatore di Wilson (trasporto parallelo su percorsi finiti).
Consideriamo due punti z,y e una curva che li connette z#(7), 7 € [0,1], con z#(0) = z, z#(1) = y. Con-

sideriamo un punto intermedio s € [0, 7] a cui & associato un cammino C;, e un punto infinitesimamente
vicino, a cui e associato un cammino C;q,. Allora

) dz
Crvar =W (cz}%%dwzﬂ,) W(C,) ~ (1 - ngM(z(T))ddT) W(C,)
da cui
. dz#
W(Criar) — W(C;) =~ 7ZgA/L(Z(T))?dTW(O )

dividendo per dr si ottiene I'’equazione

dw(c;) . dz* B

—q = "9Au(N) W), W(Crm) =1 (5.24)

Riconosciamo la forma dell’equazione che descrive I'operatore di evoluzione temporale. La soluzione e
data dalla formula di Dyson:

W(C,) =P T)exp{—zg / A dz”( )ds} (5.25)

dove P(;) indica il path-ordering, cioc I'ordinamento dei parametri s in modo tale da avere gli s piu
piccoli a destra.

Il termine invariante di gauge e di Lorentz e quadratico in F},,, che completa la Lagrangiana ¢ dato
da tr[F,, F*]. In componenti,

tr[F, FH) = Fo F™ [T, Ty) = 7Fa v

pura

La Lagrangiana di gauge L € dunque proporzionale a questo termlne Se avessimo assorbito la costante

g nel campo A, (), avremmo avuto W(Cyydzn) = exp[—i A (z)dz ] Au (x ) = gA,(x). La derivata
covariante sarebbe stata D, = 0, +1 ;1,1 e il tensore dei campi 1;#,,: Oy A, —0, Au "‘i[:lw ;11,] e dunque
~UV K ~G AV
Lg= —§tr[FWF |= 5 FuwFa

~Q
Imponiamo che la normalizzazione sia uguale a quella della QED riscalando i campi, Az =k A, e
definiamo g = k~/2. Allora

~ UV 1 ~a N,u,l/ 1 v
Lg= “2g [F,WF |= v F.F, itr[F,WF ]
Otteniamo quella che prende il nome di Lagrangiana di Yang-Mills:
1 a v
Lo = —ZFWF(Q‘ (5.26)
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5.3 Lagrangiana della Cromodinamica

Mettendo insieme i vari pezzi, la Lagrangiana che troviamo e

Ny
£=—ZﬂbﬂW+§:wAMWDu—m»wf (5.27)
f=1
Oppure, esplicitando anche la somma sui colori:
Nf N,
L= —fF;j,,F;“’+ZZ¢fL iV (Dy)ij — mpdis) Uy (5.28)
f=11=1

con (Dy)ij = 0u0i; +i9(Au)i; = O0udi; + igAZ(Ta)ij. Nel caso fisico N, = 3, abbiamo otto campi di
gauge Aj; che nel formalismo quantistico prendono il nome di gluoni (Panalogo dei fotoni per la QED).
Nel caso della Cromodinamica, la Lagrangiana di pura gauge contiene termini cubici e quartici in A4,
che danno origine ad equazioni del moto non lineari. Notiamo che un altro termine di gauge possibile
poteva essere €,,,,otr[F'*” FP7], ma & stato scartato in quanto non conserva la parita.

Equazioni del moto.
Le equazioni di Eulero-Lagrange assumono la forma

(iv" D,y — my)y = 0 (5.20)
(D) vy, = g (5.30)
dove le J¥ sono le correnti di colore dei quarks, date da
Ny
Y= U Taty (5.31)
f=1

e D,(fgg) denota la derivata covariante in rappresentazione aggiunta, ossia

(Dﬁagg))ac = 8ufsac + igAZ(Tb(agg))ac = a;Lfsac - gfabcAfL (532)
Definendo J¥ = JVT, e D) prv = (D8 puv) T, T'equazione (5.30) diventa

D8 P = 9, F" +ig[A,, F*] = [D,,, F"] = gJ" (5.33)
Le correnti J? non sono conservate in quanto le derivate covarianti non commutano. Riscriviamo allora
I'equazione come

v

OuFL = g(JY + fane ALFIY) = g, (5.34)

. GV GV . .
Adesso 0,0, F!"” = 0 e di conseguenza 0d,.J, = 0. Le J, rappresentano le correnti di colore conservate.
Il termine aggiuntivo & dovuto al fatto che i mediatori non sono neutri in colore e pertanto interagiscono
a loro volta. Si puo arrivare alla stessa conclusione notando che la Lagrangiana fermionica

Lp=¢(i) —m)y

non ¢ invariante per trasformazioni di gauge globali 1) — U1, 1 — 9pU' e pertanto le correnti conservate
non possono essere le J. Per avere invarianza, bisogna cambiare anche il campo di gauge, A, — UA,U t
e questo porta un contributo al calcolo della corrente di Noether, che appunto restituisce come correnti
conservate le J,,.

Identita di Bianchi.
Dall’identita di Jacobi per le derivate covarianti
[Dyus [Dy, Dpl] + (Do, [Dp, Dyl] + [Dp, [Dyy, Dy]] = 0 (5.35)
unitamente alla definizione del tensore intensita di campo, [D,, D,| = F),, si ottiene I'identita di Bianchi
e"P7D,, Fpe] =0 (5.36)

che rappresenta ’analogo delle equazioni di Maxwell omogenee in elettromagnetismo.
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6 Feynman path integral

Consideriamo un sistema con ” coordinate” Q,e impulsi coniugati P, che soddisfano [Qa, ]51,] = 104p, [Qa, Qb] =
[P,, B,] = 0. Per una teoria di campo Qq — Qum(X) € [Qn(X), P (X')] = 6rmd® (x—x’). Indicheremo con
Iindice a indistintamente 'insieme degli indici discreti e continui. Gli operatori avranno i loro autostati
ed autovalori:

Qalg) = aala),  Palp) = palp) (6.1)
e valgono le relazioni di ortonormalita

(d'lq) = H5 9y —4a) =6(¢' —q) (6.2)

('lp) = H5 Po —DPa) =0 —p) (6.3)

e di completezza
— [Tl aalaal = [ TTdrale) o (6.4)

Inoltre

(qlp) = ]:[ Ee“’““ (6.5)
Introduciamo gli operatori in rappresentazione di Heisenberg

Qa(t) _ ethQaefth (6.6)

Py(t) = et p et (6.7)
con H Hamiltoniana del sistema (indipendente dal tempo). Notiamo che se |¢) & autostato di Q. con

autovalore ¢, allora lo stato |g;t) = emt|q> & autostato di Q4 (t) con lo stesso autovalore (stessa cosa
per P,), infatti

t)lq; t> — ez’ﬁt@ae—iﬁteiﬁt‘@ — eiﬁtqa|q> — Qa|Q§ t>
A istante fissato valgono sempre la relazione di ortonormalita e completezza:
(d'stla;t) = d(q" — q)
(#'stlpst) = o(p — p)

1:/qualq;t><q;tl =/Hdpa|p;t><p;t\
1 iqap
(@:tlp;t) = [ [ ==

Ver

Siamo interessati a calcolare ’ampiezza di transizione da uno stato |g) al tempo ¢ ad uno stato |¢’) al
tempo t/, cioe )
{dle” 1 Dg) = (¢'s a5 1)
Possiamo scrivere inoltre |¢; ') = et |¢/) = etHE = iflt|gy = ¢iHE'=0)|¢/1 ) dunque
(/| g) = (g tle” 1 gs ). (6.8)
Consideriamo una transizione infinitesima, ¢t — 7,t' — 7 + dr, allora la (6.8) diventa
—iHdr ‘q; 7_>

(¢';7le

con H = H(Q,P) = eHTH(Q, P)e~"HT = H(Q(7), P(7), Hamiltoniana in funzione degli operatori di
Heisenberg. Fissiamo come ordinamento standard quello in cui i () sono a sinistra dei P (sostituendo
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altrimenti usando i commutatori). Una volta che i Q sono ordinati a sinistra di P, insieriamo prima del
ket un set completo di autostati di P:

(7l gy 7) = /Hdpa<q’;TIE’iH(Q(T)’P(T))dTIP; 7)(p; 7lg; 7)
= / [T dpae™ 09 (g'; 7|p; 7) (p; las 7)

= /1;[ (dgj:) exp [—iH(q’,p’)dT +iza:(qf1 - Qa)pa] (6.9)

L’espressione per una transizione finita si ottiene componendo transizioni infinitesime. Sia [¢,¢'] I'inter-
vallo finito di interesse, che dividiamo in N + 1 intervalli infinitesimi di ampiezza dt = (¢’ —¢)/(N + 1)
ed estremi 79 = t,71 = 79 +dt, ..., 7N, Tny1 = t'. Allora

(¢t|g:t) = /qu1,a o Hqu,a<q';t'lqzv,TN><qN;TN|qN_1;TN_1> - A@2sm2la )@ milas )

N+1
/ H Hko a H H ( Dk a) eXp{ Z [Z(qk,a — Qk—1,0)Pk-1,0 — H(Qkapkl)dT] }

k=1 a k=0 a a

con qo = q,qn+1 = ¢ . Possiamo riscrivere tutto in termini di una funzione di 7 che interpola tutti gli
N + 1 intervalli. Per N — oo, gli integrali in dgy,, rappresentano I'integrale su tutti i possibili cammini
da ¢ a ¢’ con ¢,¢ che rimangono fissati. Introduciamo quindi le funzioni interpolanti qo(Tk) = qi,a €
Pa(Tk) = Dk—1,q- L'esponente dell’espressione precedente diventa, al primo ordine in dr,

N+1 N+1
>, [Z(Qk,a — Qk—1,a)Pk—1,a — H (qk, Pk) dT] => [Z Ga(Tr)Pa(Tk) H(Q(Tk)ap(m)] dr

k=1 a k=1 a

Quindi, nei limiti N — oo e d7 — 0,

7. (t")=q,, - t
Wil = [ qua<T>Hdp;§)exp{z | [anmpam—H(q(ﬂ,pm)]} (6.10)

9a(t)=da 74 7,b

Questa formula puo essere generalizzata al caso in cui prendiamo 1’elemento di matrice del prodotto di
un certo numero di operatori di campo, i.e.

(d'5t1Qu(ta)Qp(t5) - |ast)

L’elemento di matrice puod essere riscritto in termini di un integrale funzionale se e solo se t' > t4 >
tg > --- > t. Iterando il ragionamento appena svolto, si ottiene

qa(t)= t
/ qua Hdp*’( gt a)an(ts) - exp{z‘ | o [anmp(r)—H(qm,pm)]}

(6.11)
dove ga(ta),qs(tp),... sono gli autovalori degli operatori Qa(ta),@5(tsB),.... La relazione puo essere
letta pure all’inverso: in questo caso, i valori dei t4,tp,... ci dicono di quale prodotto di operatori Q(t)

¢ ’elemento di matrice. In generale, possiamo pertanto scrivere

qa(t')=qg :
/ Hd H dpbi ) (QA(tA)QB(tB) .. .)exp {Z/t dr [Z qa(T)p(T) - H(Q(T)7P(T))] }

o (=4
= (¢t |T[QA(tA)QB(tB)'“Hq; t) (6.12)

dove T e il prodotto T-ordinato bosonico. Vogliamo capire adesso in quali casi possiamo passare dal
formalismo Hamiltoniano a quello Lagrangiano (che & covariante). In generale, le ¢ e le p che compaiono
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non sono legate dalle equazioni canoniche e di conseguenza I’esponente non e la Lagrangiana.

Integrali multipli Gaussiani.
Consideriamo 'integrale

I:/Hdare_Q(a) E/[da]e_Q(o‘) (6.13)

con Q(a) = %taAa + *Ba + C forma quadratica e A reale, simmetrica, invertibile e definita positiva.

Per calcolare I, vogliamo ridurlo al prodotto di integrali della funzione e~ Innanzitutto, effettuiamo
la traslazione

a=3-A"'B — Q(B) = tﬂAﬂ tBA 'B+C

e successivamente diagonalizziamo A tramite un opportuna matrice ortogonale, ottenendo

+ i(BAT'B-C
[=c3(BATB-0) / gt = ¢ :
—oo det (%)
Il risultato si puo scrivere come
o1 e@
det (£)
dove @ = —A~!B & il punto stazionario di Q(«), i.e.
dax a=a

Nell'ipotesi che H sia quadratica negli impulsi, gli integrali in p, dell’equazione (6.12) sono di tipo
Gaussiano. Applichiamo quanto appena trovato: il punto stazionario della forma quadratica ¢

0

Tpa[(ja(T)pa(T) - H(Q(T)7p(7—))] =0

clos OH (g(r), p(7))
8pa(7-> pazﬁa’ (614)

Adesso le ¢, e le p, sono legate dalle equazioni canoniche. Ne segue che

> lda(r)pa(r) = H(a(r),p(r))] = L(a(7), (7)) (6.15)

a

da(T) =

Otteniamo in definitiva ’espressione fondamentale dell’integrale funzionale nel formalismo lagrangiano:
qa (t/):qz/;

W TQa ) Qntts) T = [ qua<r>q“‘(’;ﬁ‘§;§f { / dL(g ))}

(6.16)

6.1 Path integral in QFT (teoria bosonica)

Supponendo che 'Hamiltoniana sia quadratica nelle variabili coniugate p,,

(3| T{Qa(z4)Qp(xp) -~ Hast)

[ date maateaastes) 1 " Llatr)dtr)
= dgm(x,7)qa(ra)gB(2B) -+ ————=—==exP z/ Liq(7),q(7)]dr
am (X, 0)am (%) Fxm det(2m Alq]) ¢
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dove con x; abbiamo indicato le coordinate spazio-temporali. Se A non dipende da ¢ (come nel caso
fisico), il determinante esce dall’integrale sotto forma di costante di normalizzazione N

@m (%,)=qm (x) T,X,m

am (x,t")=4q;, (x)
—N [T dgun(x.7)aa(@a)gm(as) - exp{ / drLig(r), <T>1}

Da questa espressione vogliamo quindi estrarre la funzione di Green, ossia il valor medio del prodotto
T-ordinato sullo stato di vuoto. Per far questo, consideriamo la variabile temporale come complessa:
I'integrale sull’asse reale andra da —T" a T' (con T che andra a infinito). Ruotiamo quindi ’asse reale di
e — 07 in senso orario. Allora

t=-T— —Te " ~ —T(1 — ie)

t'=T — Te " ~T(1 — ic)

lg;2) = elq) = |g,—Te™™) = e~ T~ g)
(¢t = <q’\e_th/ - {q'; Te—ie| _ <q/|e—iHT(1—ie)

Sia quindi {|n)} un insieme completo di autostati di H e P, allora

g, ~Te™) = 3 [} (nle™ 707 g) = 3 fn)e P01 o] (6.17)
<q/; T67i5| _ Z<q/‘67iflT(17ie) |n> <TL| _ Z<q/|n>67iE"T(17iE) <n‘ (6.18)

Per T' — oo, I'esponenziale ha una parte reale descrescente: il termine dominante risulta essere quello
ad energia piu bassa, cioé lo stato di vuoto [£2)

‘q; _Te—ie> N ‘Q>e—iEQT(1—i6) (Q|q>
<q/; T€7i6| _ <q/‘Q>efiEQT(17ie) <Q|
(questo discorso vale solo nel caso in cui il livello energetico del vuoto ¢ separato nettamente dal livello

successivo)
Sostituendo nell’espressione dell’integrale funzionale vediamo che compare la funzione di Green:

(¢s Te | T{Qalwa) - Ha; —Te ™) — e 2TE2" (¢/|Q)(Qq) (AT{Qa(wa) -~ }|O) (6.19)

funzione di Green

Osserviamo inoltre che (assumendo () = 1)
(¢/;Te " |q; —Te ) — e~ 2TEae™" (1/|0)(Q ) Formula di Feynman-Kac (6.20)

Facendo il rapporto tra la (6.19) e la (6.20), i fattori moltiplicativi si elidono. La funzione di Green sara
pertanto data da

A (¢;Te ™| T{Qa(xa) - Hg; —Te™"™)
<Q‘T{QA($A) }|Q> = TIEI;O e£O+ (q’;Te—“|q; _Te—ie>

_ IHT,m,x dqm(X7T)QA(‘TA)qB(IB) o 'eXp{ foooZe i€ dTL[ ( ) (T)]} (6 21)

fnwxdqm(x,r)exp{ [t drLig(r), (T)}}

con condizioni al contorno g, (x,t) = ¢m(x), gm(x,t") = ¢, (x). Queste sono del tutto arbitrarie (purché
(¢'|), (Q]q) # 0). E conveniente fissare condizioni al contorno periodiche, i.e. ¢’ = ¢ e integrare su tutte
le q. In tal caso otterremo

/ TT dan (0 l) = (249) =1

29



Con questa scelta, la funzione di Green diventa

JTddlaa(@a)--exp {i [°25, " drLig(r), ()]}

(QUT{Qalea)0n(ws) - HEY) =
e Jldqlexp {i 77 arLig(r).q(r)}

con [dg] = [, .- dgm(x,7) e condizioni al contorno ¢, (x,t = —00) = ¢ (x,t = 00). Inoltre,

Llg(r). d(r)] = / Bz L(g(x,7), 9g(x, 7)) (6.22)

dove L ¢ la densita di Lagrangiana. In notazione compatta si ha, in conclusione,

[ldgl(ga(za)---)exp {i [ d'z L(z)}
[ldg]exp {i [d*z L(z)}

(QT{Qa(xa) - }|Q) = (6.23)

Il denominatore si usa indicarlo con Z (”funzione di partizione”).
Consideriamo per semplicitd un campo scalare neutro ¢ con una perturbazione V() alla Lagrangiana

libera: 1 1
L= 50001 — §m2e02 —V(p) = Lo+ V(p) (6.24)

Definizione 6.1.
Definiamo il funzionale generatore di una teoria di campo come

20)= [l {i [ ato(ew) + o7 (6.25)

e la derivata funzionale di un generico funzionale Z[.J] rispetto alla funzione J(x) (detta sorgente esterna)
come

(6.26)

Indichiamo quindi la funzione di Green a n punti con G, (x1, ..., z,) = (QT{H(x1) - - - G(zp) HQ). Si
ha allora
(=" o"ZlJ]
Z|J) 0J(z1) -6 (xp)

Gn(x1,...,2pn) = (6.27)

J=0
Sviluppo perturbativo di Z[J].

2191 = [laglesn {i [ ateltoto) = Vipto) + plo)s <>1}
/ (] exp{—z / A2V (i }exp{ / (x).](a:))}
/ [dg] eXp{—z / A2V (—z i )} { Eo(x)+<p(x)J(x))}
:exp{ / d4xV( i~ J(zx))} / (] exp {z / d4x(£0(m)+<p(x)J(x))}
ol oo i)

f: (_]\?!N {/d4x 4 (—i(;f(m)> }N Zo[J] (6.28)

N=0

da questa relazione ricaviamo la Z[.J] a qualunque ordine k e, di conseguenza, la funzione di Green all’or-
dine k. 11 calcolo di Zy[J] si riesce a fare analiticamente in quanto la teoria libera & quadratica nel campo.
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Calcolo di Zy[J].
Integriamo I’esponente in Zy[J] per parti ed introduciamo una variabile y tramite una delta:

2017 = [dexp i [ ate [ 30,0000 - S + pla) ()| |
= [ {5 [ds [atyp@se -0, +nt)e) +i [ate e@i@} 629

Usando gli integrali gaussiani sulla forma quadratica K (z,y) = 6 (z — y)(0, + m?) troviamo

= Zo[0] exp{; / dz / dy J(x)Kl(x,y)J(y)} (6.30)

Calcolo di K~ 1(z,y).
Nel continuo, l'inversa & definita da

/d4z K(z,2) K Y(z,y) = 6W(z —y) (6.31)

cioe nel nostro caso
/ 42 6D (z — 2) (0. + m2)K 1 (2,) = 6D (z — y) (6.32)
Integrando in z troviamo l’equazione
(e +m*) K (a,y) = 60 (@ —y) (6.33)

che possiamo risolvere in trasformata di Fourier usando le relazioni

6(4) (IL’ . y) _ / d4k efik(zfy) (6 34)
(2m)* '
-1 d'k -y —ik(z—y)
K ' (x—y) = K= (ke Y (6.35)
(2m)*
da cui otteniamo )
2 2\ =17\ _ 10y

Ricordando pero adesso che I’asse temporale ¢ ancora ruotato nel piano complesso, abbiamo la cosiddetta
prescrizione 7ie”: 10 — 2'0 = e7*z0 valida per le componenti temporali di tutti i quadrivettori.

r= (2% %) — 2 = (2% m) = (e *x

delle quantita primate:

Y x). Ritornando indietro, dobbiamo scrivere tutto in termini

/d4z’ K, YK=Y y) = W (' — o) (6.37)

Essendo §(z"0 — %) = (2 — ¢°), si ha §@¥) (2/ — o) = €6 (x — y). Passando in trasformata,

et 0
5(xl() . y/o) — ole / d27k067ik0(:rofy0) = / dk’ 67ik’°(a:’07y’0)
™

dove abbiamo posto k0 = e*k0, e

Rifacendo i conti otteniamo

ma k"2 = (k)% — k2 = e2¢(k")? — k? ~ k? + ie (avendo inglobato 2(k°)%¢ — ¢). In conclusione, si ha

. 1

—1
K0 = (6.38)
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da cui

4
K (z,y) :/ 4k ! e~ k@=y) (6.39)
’ (2m)4 —k2 + m? + ie

Adesso abbiamo 'espressione di Zy[J] e, eseguendo le derivate funzionali, possiamo calcolare la funzione
di Green a due punti:

SZo[J] i B i B
6J?m1) ZO[J]{Q/d4yK l(xl,y)J(y)+§/d4x J(z)K l(x,xl)}
CSmI | i i

0J(21)6J (z2) J_O_ZO[O]{QK (1, 2)+2K (z2, 1)}

Usando la simmetria di K~! nei suoi argomenti si ottiene infine

d*k 7

~ k(@1 —a2) 6.40
(2m)* k2 —m? + iee ( )

G2($1,$(}2) = —iK_l(xl — .’)32) = /

Notiamo che la prescrizione i€ puod essere letta anche come la sostituzione m? — m?

questa situazione? Ricordando che l'integrale da calcolare ¢ dato da

Juagten i [ e Lo~ tne?] |

si ha che ’esponente ¢ puramente immaginario, quindi ’esponenziale € oscillante e di conseguenza non
converge. Con la sostituzione m? — m? — ie spunta fuori un fattore esponenziale reale decrescente, che
migliora la convergenza dell’integrale.

— te. Cosa implica

Esempio 10 (Funzione di Green a quattro punti).

(=it AL
Zo[J] 5J(1'1)(5J((E2)(5J((K3)5J(1’4) J=0
G2($1, JJQ)GQ(JZ?,, .234) + G(J?l, $3)G2(1‘2, 324) + G(Z‘1, JJ4)G($2, 333)

G4(x17x2) 333,.7:4) =

6.2 Path integral in QFT (teoria fermionica)

Per estendere il formalismo dell’integrale funzionale ai campi fermionici, useremo una formulazione ad
hoc, sostituendo 'integrazione su c-numeri commutanti (nel caso bosonico) con l'integrazione su variabili
di Grassmann, cioe¢ c-numeri che anticommutano.

Consideriamo un certo numero di variabili di Grassmann 7, . ..,nn, con {n;,n;} = 0 Vi, j. In particolare,
seguird che n? = 0 Vi. Prendiamo adesso una funzione di queste variabili f(n). Se la sviluppiamo in
serie, il numero di termini rimane finito in quanto n2 = 0:

fn) = fo+ Z fimi + Zfijnmj + 4 fio. NN T2 (6.41)
i i

avremo quindi in generale 2V termini.

Integrazione di Berezin.
Siamo interessati a calcolare integrali sulle variabili di Grassmann del tipo

/f[dmf(n)

L’integrazione di Berezin si fonda su due semplici regole:

1 [dp;1=0
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2. fdmmzl

Inserendo lo sviluppo (6.41) nell’integrale, in virtu delle due regole, 'unico termine che non si annulla &
I'ultimo, che contiene appunto tutti le n;:

N
/ [T dn f(n) = fiox (6.42)
=1

Nota.
Sia a = (ayq, ..., an) un set di variabili di Grassman ”costanti” (i.e. su cui non integriamo), allora
/ H dn; f(n+ ) / H dn; f (invarianza per traslazioni della variabile di Grassmann)
i=1
(6.43)
Consideriamo adesso 2N variabili di Grassmann 1, ...,%N,%1,...,%, e calcoliamo
N N
Al = / [ deder expS = > 9,450, (6.44)
=1 i,j=1

Sviluppiamo ’esponenziale: possiamo trasformare ’esponenziale della somma nel prodotto degli espo-
nenziali in quanto il prodotto di due variabili anticommutanti ¢ di tipo commutante e commuta con tutte
le altre. Nello sviluppo, i termini di ordine successivo al secondo sono tutti nulli. Si ha pertanto

N N
exp *ZEiAijwj :Hexp 7EiZAij¢j -

ij=1 i=1 j i=1

—

1—1, Z Aij;
J

= 1= ) Ay, | [1=08 ) Anjatdin (6.45)
J1 JN
Notiamo che integrando sulle variabili di Grassmann, 1'unico termine che sopravvive ¢ quello dato dal

prodotto dei secondi addendi in ogni parentesi (in quanto contiene tutte le variabili di Grassmann una
sola volta).

= > Uit Uiy UnAry, Aggy - Anjy

Nella somma pero non vanno considerati tutti i j;, ma solo le combinazioni in cui tuttii j; sono diversi. La
somma ¢ quindi ristretta a {ji,...,jn} appartenenti alle permutazioni di {1,..., N'}. Inoltre il prodotto
delle ¥;,1); ¢ antisimmetrico per scambio di qualunque coppia di variabili. In conclusione abbiamo

> oty NG NEG, gy ALy, Ay

J1s--0IN

= (V1 UNUN) Y €rin Aty ANy
1N

= (YNt - hripy) det A
e di conseguenza
N N
[A] = / [ d¢edve exp$ — >~ W, Ai0; p = det A (6.46)
=1 i,j=1

Funzionale generatore per i fermioni.
Abbiamo per i fermioni due tipi di sorgenti che indicheremo con p,p (anch’esse variabili di Grassmann):

Zlp.7) = [ i) exp LS G+ S @i+t (6.47)

1,j=1
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Possiamo ricondurci al caso precedente effettuando la traslazione
i =0+ Y (A )inpr
k
Vi =T Y (A (6.48)
k

cioe h =’ + A lpe =9 +tpAL, ottenendo

Zp,p] = det Aexp Zﬁi(A_l)ijpj (6.49)
2%}

Dobbiamo adesso introdurre, al fine di ricavare la funzione di Green, il concetto di

Derivata rispetto a variabili di Grassmann.

1. Deriwata sinistra.

P 0 se (...) non contiene 7;
on; ()= 3 (niR) =R dopo aver spostato 7; a sinistra con le regole di anticommutazione
i
(6.50)
2. Derivata destra.
< 0 se (...) non contiene 7;
()= 5
om; (Lni)a—n_ = L dopo aver spostato 7; a destra con le regole di anticommutazione
(6.51)
Esempio 11.
0 _ 0 _ 0 _ _
— CXp Zpﬂ//j = 0= H(1 + Pjﬁ’j) = —(1+pihs) H(l + Pﬂ/’j)
Ip; ; Ip; ; p; i
=i [J(U+75u5) = w0 +p00) [T+ 5505)
JjFi i
= 1; exp ij¢j
J
Allo stesso modo
]
exp Zﬂ/jpj % =1 exp ijpj
j ! j
Definizione 6.2.
Definiamo la funzione di correlazione di 2¢ variabili di Grassmann come
- J1Apdpli, =iy, - -, exp (* i EiAijT/Jj)
Wiy sy, Dy, = - — (6.52)
Jldgdy] exp (~ 3, P Aiv;)
La funzione di correlazione puo essere scritta in termini del funzionale generatore come
AR R
— — i
Uiy b, 0 ) = ( e )Zp,p 6.53
Wi il 030 = g5 \0m, 9 ) PP\ B, B0y o (653
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Esempio 12 (Funzione di correlazione a due punti).
Calcoliamo

_ f[dwdm%% exp (_ Ek,l @kAklwl) 1 9 B 5
[dydy] exp (— >k kaklwl) [, P] 9p; p;

p=p
con

Z[p,p] = det Aexp Zﬁk(f‘rl)k-lpl
kol

Sviluppando al solito modo ’esponenziale si trova

0 _ _ _
i Zlp,p) = det AY (A api [ | (1 +7, ) (A 1)kle>
i 1 ki 1
€ —
0 0 —1
Zp, pl =— =det A(A™");4
. [p. 7] 0, (A70)i5

Quindi (¢;th;) = (A7)

Colleghiamo adesso la funzione di correlazione alla Fisica. Definiamo

2~ [daviess { [ B @iro, - m>awﬂ(x)} = [[@avies { [t (sc)} (6.54)

L} @ la Lagrangiana di Dirac libera. Notiamo che
[ate ch@ = [ate [ @ty T, @60~ )(v*0, — m)apa(y)
= [t [ 4y, (@) Kaple.0)0s(0)

(6.55)

Dunque possiamo indentificare A = iK. Allora per il calcolo della funzione di correlazione ci serve K 1.

Calcolo di K—1.
K1 & definita da

/d4z Kop(z, z)KEpl(z,y) = 00p0 W (z — )

cioe

/d4z oW (z — 2) (i), — m)agKEpl (z,y) = (V"0 — m)aﬁKEpl (x,y) = (5ap5(4) (x —y)

Passando in trasformata

Ko = [ b R (e
Bp (2m)4" Pr
otteniamo
(Y*Pu = m)ap = bap
e quindi

Koo )= (pfn)ﬁ B (M)B

. +m
(P
B () (p2—m2+ie)ﬁp

Usando la prescrizione ie:

da cui

! i : L
Wl Ba0) = [ 5 (Gms) e = QTGN
apf

Questo ragionamento vale per qualsiasi Lagrangiana quadratica nei campi fermionici.
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6.3 Quantizzazione di una teoria di gauge

Nel quantizzare una teoria di gauge sorgono alcuni problemi nella definizione del propagatore. Prendiamo
ad esempio la QED e concentriamoci sul termine di pura gauge

1
ﬁG == _ZF;LUFMV

1. Problema con la quantizzazione canonica. Se identifichiamo Q — A, allora

P%HMEZ%:—FOH

"

e dovrebbero valere le regole di commutazione canonica
(A% (x, 1), 1L, (y,1)] = i6:6®) (x - y)

Ma Iy = —Fjg = 0 e quindi le regole non possono essere soddisfatte. Questo segue dal fatto che
questo sistema ha dei ”vincoli”, occorre fissare quindi la gauge.

2. Problemi nel definire il propagatore fotonico. Scriviamo 1’azione di gauge

1
Sald) = [ dte Lola) = - [ ate

:f%/&m»hyﬂf@&ﬂﬁﬂ

1

=3 /d4x A, (z)[g"O - 0"0"]A, ()

Adesso V'operatore g"*[d — 9*3¥ & singolare, quindi non puod essere invertito per ricavare il pro-
pagatore. La non invertibilita emerge dall’esistenza dei cosiddetti modi zero: infatti I’operatore
applicato ad un quadrigradiente fa zero

("0 — 919")9,0 = 0

L’esistenza di un kernel non banale si interpreta come la presenza di una ridondanza nella nostra
descrizione mediante l'integrale funzionale, che si risolve con il metodo di Faddeev-Popov.

6.4 Metodo di Faddeev-Popov

L’idea che sta alla base del cosiddetto metodo di Faddeev-Popov & che nell’integrale

I'integrazione ¢ estesa anche a tutte le trasformate di gauge di A,, che dal punto di vista fisico so-
no equivalenti, e quindi fattivamente abbiamo una ridondanza. Nel caso non abeliano, una generica
trasformazione di gauge & data da

&N%Ayde#ﬂ+a%UWT (6.61)
Al variare di U, questa relazione definisce un’orbita di gauge. Per ovviare alla ridondanza, & sufficiente
integrare considerando un solo rappresentante per ogni orbita di gauge (ossia per ogni classe di equiva-
lenza), cioe fissare la gauge. 1l gauge fizing si esprime mediante la relazione GHAj, = B, dove i B® sono
quantita arbitrarie e G* & un operatore. Ad esempio, G* = 9* (gauge di Lorenz), G* = (0, —V) (gauge
di Coulomb), G* = n* (gauge assiale), G* = (1,0) (gauge temporale).

Primo ”trucco” di Faddeev-Popov.
Definiamo

AclA] = (6.62)



dove

5(GrA, - B)=]]¢ (GﬂAgU%a(x) - Ba(x)) (6.63)
’ [dU] = [[dU (=) (6.64)

¢ detta misura invariante (o di Haar).

Definizione 6.3 (Misura invariante).
Per un generico gruppo si hanno due misure invarianti: la misura invariante destra, con la proprieta

/ AU f(UT,) = / AU fU) e AU =dUT,
e la misura invariante sinistra
/dU F(UU) :/dU f(O) <— dU = dU U

con U, Uy elementi del gruppo.

In generale, le due misure non coincidono. Per SU(N), tuttavia, le due misure coincidono (a meno
di normalizzazione), i.e. dUUy = dUpU = dU per ogni Uy € SU(N). In rappresentazione fondamentale,
U = exp(i0,Ty) e si ha

N?-1
AU =J(0) ] dba (6.65)

a=1
con J(0# — 0) = cost # 0.
Esempio 13.
Nel caso di SU(2) si ha

-2 2
av = S U0/2) 41 49249

0]
con 6 == (01,02,0%).

Il primo trucco di Faddeev-Popov consiste nell’inserire nella funzione di partizione 1 scritto come
1 = AglA] / s (G* AL - B)
quindi
Z= / [dA] / [AU)5 (GMAE}H - B) Ag[AleiSelAl (6.66)

Se adesso eseguiamo una trasformazione di gauge, sicuramente ’azione sara invariante (lo & per costru-
zione), Sg[AW)] = S¢[A]. Facciamo vedere che Ag[A(Y)] = Ag[A]. Si ha

1
Jlavs (Gr(al”)yw) — B)

AglA™)] =

Osserviamo quindi che
A, — AU U AU + ;(@LU)UT
) ;
AV (AEP) — UADY" + ;(%U’)U’T
—U'UAUUT + é(@u(U’U))U’T Ut

— AW'D)
= A
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da cui ) i
Agl4] = = = AglA]

[ldv”)s (GMA,SU/U) - B) [[dU'v)s (GMALU/U) - B)

dove abbiamo sfruttato le proprieta della misura invariante. Infine si ha anche [dA] = [dA(")], in quanto
la trasformazione di gauge puo essere scritta come

AW (z) = DB (U) AL () + cost
La ”costante” (costante in A,) & una traslazione del campo di gauge, e quindi ai fini della misura non
contribuisce. La matrice D € una rotazione dei campi, quindi una matrice unitaria con Jacobiano unitario

che non cambia la misura. Concludiamo quindi che la misura [dA] & invariante di gauge.
Adesso scriviamo

Z= / [dU] / [dA]AG[A]6 (GHA}P - B) eiSclAl (6.67)

. . . . . . .. . . - U’
in cui abbiamo invertito I'ordine di integrazione, e cambiamo variabile, A, — AEL ),

= / [dU] / [dAUAG[AT)s <G“ (ALUU)(U) _ B) (iSalAv))]
— [l [aaiac(as (Graf) - ) sl

in cui abbiamo usato l'invarianza di gauge. Questa espressione vale per U’ arbitraria. Scegliamo in
particolare U’ = U, ottenendo

7z - / 1401 / [dAJAGIAJS (G A, — B) &Sl (6.68)
L’integrale interno adesso non dipende piu da U. Definiamo
Z= / [dA]AG[A]6 (G A, — B) ec 4l (6.69)

e calcoliamo esplicitamente Ag[A]. Usando la proprieta della delta di Dirac

J(z
[ ar s@its) -3 = 0
a T=T
dove T & l'unico x tale che f(T) = B, troviamo
1 1

AglA] = -
alA] [1dUls (G”A,(LU) _ B) [1JO)TL, do<] 5 (GHALU(e)) B B)

det Mg  det Mg

= — = (6.70)
[L J(0(x)) J10]
con
K} (G/LAELU(e))»a (:L‘))
(Ma(z,y))ab = T (6.71)
A questo punto
6 (Gra @)

_ e HA, — B)eiSclal
z- / [44) 75 et T 5(G' A, — B)

GrAV @ =p
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La presenza della delta di Dirac ci consente di fare la semplificazione G“Ag@ =B = G!A,, da cui
segue 6 = 0. Di conseguenza, ponendo la costante J[f = 0] uguale a uno, troviamo

6 (Gral @)
36°(y)

Z= / [dA] det lo=00 (G* A, — B) '9¢14]

= / [dA]det Mgd (G* A, — B) eScl4l (6.72)

dove

5 (Gral @)
56°(y)

(Me(2,y))ab = (6.73)

prende il nome di matrice di Faddeev-Popov.
Nella gauge di Lorenz, ad esempio, si trova

(Mo (2, ))ay = —é (001, + g faped A (2)) 6@ (3 — )

L’espressione (6.72) per Z ¢ indipendente da B, quindi abbiamo due scelte: o porre direttamente B = 0,

oppure scrivere
Z= %/[dB} exp <;a /d49:(B“(:1:))2> z
- % / [dA] det M, exp (iSG[A] - i / d'z (G”Au(x))2>

— % / [dA] det Mg exp {2 / d*z (Lg +£GF)} (6.74)

interpretando quindi il termine Lgp = f%a(G“AM(x)f come un termine lagrangiano aggiuntivo, detto
termine di gauge fixing. Il parametro « € reale, e le quantita gauge-invarianti non vi dipendono.
Nelle gauge pitt comunemente usate, la matrice di Faddeev-Popov ¢ data da

1
G" = (0,-V) (Coulomb) _5(_5abvi + 9fabe Ve - A%(2))6W (2 — y)
1
G" = 9" (Lorenz) _5(6ab|:|w + gfabcagAZ(x))(s(@ (x—y)
1
G* =nt n? <0 (assiale) —5(5abn <Oy 4 gfapen - A%(c))0WD (z — )
1
G* =(1,0) (temporale) —§(5ab82 + gfabeA§())8 (@ — y)

Nel caso abeliano i termini in f45. sono nulli, quindi risulta che det M € una costante dal punto di vista
dell’integrale funzionale (i.e. non dipende dal campo di gauge A,) e quindi diventa semplicemente una
costante moltiplicativa.

Notiamo inoltre che in gauge assiale e temporale, la presenza nell’integrale di §(G*A,,) fa si che siano
nulli rispettivamente n - A°(x) oppure A§(z) e pertanto anche in questi due casi non abeliani il determi-
nante non dipende dal campo di gauge.

Secondo trucco di Faddeev-Popov
Consiste nel trasformare det Mg in un ulteriore termine lagrangiano che si aggiunge a Lo e Lgr.
Mettiamoci in gauge di Lorenz e scriviamo

(Mo(@,))ar = féwabmm T g Fare DA (2))6D (2 — )

1
= fgag(aaba;f + fabeAS(2))6W (2 — y)
1
— _ Ak (agg) (4) (0 _
=0 (Du )aba (z—y) (6.75)
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Sfruttiamo adesso la proprieta dell’integrazione di Berezin su variabili di Grassmann
/ [ddn] exp ("7 An) = det A
scegliendo come variabili di Grassmann dei campi cq(z),¢q(2), a = 1,..., N? — 1. Allora
Jiaadesp {~ [ ata [ atyeu o) (-io) Mot esn)} = det(-ighe) (670
cioe
cost x det Mg = / [dede] exp {z / diae, (o) (~0") (D)) cb(:z:)} = / [dedc] exp {iLrp}  (6.77)

dove

Lrp =Za(x)(~0") (D) | ele) (6.78)

e la Lagrangiana di Faddeev-Popov. Questa € equivalente, una volta integrata per parti nell’azione, alla
Lagrangiana

Lhp = 01T, (2) (fog@)ab () (6.79)

Le quantita c,, ¢, sono variabili di Grassmann che pero descrivono campi scalari, cioe dal punto di vista
del gruppo di Lorentz hanno spin zero. Se corrispondessero a particelle reali, queste costituirebbero una
violazione del teorema spin-statistica, in quanto avremmo fermioni di spin intero. In realta i campi c,, ¢,
non corrispondono a particelle reali e pertanto sono chiamati campi ghost.

A questo punto possiamo costruire 'ansatz di Faddeev-Popov per la funzione di partizione della QCD:

Zgen = / [dA][dgpdy][dedc] exp ( / d4xang;g> (6.80)
con
EEQFCPI')) =Le+Lr+Ler+Lrp (6.81)
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7 Regole di Feynmann per la QCD

7.1 Propagatori

La Lagrangiana totale della QCD puo essere naturalmente separata in una parte quadratica (corrispon-
dente alla teoria libera) e una di interazione, E(QFCF];) = Lo + £1. Concentriamoci in un primo momento
sulla parte quadratica Ly, data da

Lo=LS +Ll+cl?

]' a a 174 v 1 a
LOG = —Z(aﬁA,, — c’*),,A#)(a“Aa — OV AR — %(8“,4#)2 (7.1)
Ny B Ny N. o
L= "0:Gd —mp)by =Y > 0,0 — mp)ibpa (7.2)
i=1 f=1i=1
L = %o (~0)ca = LT = 0re,0,c, (7.3)

Dalle parti quadratiche ricaviamo i propagatori.

1. Propagatore del gluone.

: kyky
—10ab |Guv — (1-a) k2u :
+ 1€ (7 4)
k2 +ie '
dove gli indici latini si riferiscono al colore e quelli greci sono indici di Lorentz.
2. Propagatore dei quarks.
p
-¢
i i(p+myg)ap
P—mys+ie of D —mf—l—ze

in cui gli indici latini si riferiscono al colore e quelli greci sono indici di Dirac. I propagatore &
inteso per flavor fissato.
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3. Propagatore dei ghosts.

LT e

dove gli indici si riferiscono al colore.

7.2 Termini di interazione

La Lagrangiana di interazione £; € somma di quattro termini, £1 = L1p + L34 + L44 + Leza, quindi
avremo quattro diversi vertici di interazione.

1. Lip

Ny
Lip =) L. L7 = g0 T s A,
f=1

L’interazione e diagonale nel flavor, che quindi si conserva nei vari processi. Il vertice di interazione
associato a £§J;) ¢ dato da

’Vertex = —ig(")ap(T")i;

2. L34
£3A = %fabc(auAlc/ - &,AZ)AEAZ = gfabc(aﬂAg)AgAZ
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A

vertex = g fape [¢" (K — p)? + 6" (p — O)* + ¢"*(q — k)"] = gfapcVH? ‘ (7.8)

3. Laa
1 2 a pAb Ap pv
£4A = —19 fabefcdeA#AuAc Ad

do
by
ap
c

vertex = —2'92 [.fabefcde(g#pgya - gwgl’p) + facefbde(g'uygpg - gp,agup) + fade.fbce(guygpa - g#pgyg)]
= —igwres 79)

4. [chA
£cEA = Ea(—a#)(gfabcAsz)
cioe
'C/CEA = gfabcaMEaCbAz

vertex = —g fapep™ ‘ (7.10)




8 Teoria delle perturbazioni rinormalizzata

Il problema che sta alla base della rinormalizzazione ¢ che quando si vanno a calcolare diagrammi
contenenti un certo di numero di loop, questi danno luogo a divergenze. Per esempio il diagramma

diverge quadraticamente (detta divergenza ultravioletta (UV)). Per ovviare a queste divergenze, si
regolarizza la teoria imponendo un cutoff, ossia si integra fino ad un impulso finito A (detto cutoff
infrarosso). A questo punto, le varie quantita A,, ¢, cq, g, m, & che compaiono nella Lagrangiana vanno
intese come quantita nude che dipendono dal cutoff, quindi non sono quantita osservabili. La dipendenza
dal cutoff viene scelta in modo tale da eliminare le divergenze. A questo punto si riscalano le quantita
con delle costanti di rinormalizzazione da determinare, ottenendo i campi rinormalizzati (suffisso R):

1/2 1/2 51/2
A =2 A% 0 =2""r ca= 23 cha (8.1)
e i parametri rinormalizzati
9 = Zg9r, m = Znmg, a = Zzag (8.2)
Scriviamo adesso la Lagrangiana in termini delle quantita rinormalizzate:
FP
L((QCD) =Lo+ Ly — Lro+Lr1+ Lor

in cui Lg,0,Lp,1 sono date rispettavimente da Ly, £; in cui sostituiamo le quantita nude con quelle
rinormalizzate e Lo rappresenta i cosiddetti controtermini.

Esempio 14.
1 1
= 7(0uAL = 0, A" AG = 0V AG) — =7 Z3(0, A, — Oy AR )01 AR o — 0" AR )

1 1
= 10, — 0, 4% )" Ay — 0 Ay ) = 1 (Zs = 104G, — 0, A% ,)(0" A, — 0" AR )

va in Lg, va in Leor

Questo ragionamento va esteso per tutti i termini della Lagrangiana. Si trova infine, che la parte dei
controtermini & costituita da sette termini:

1
Lor == (23 = 1)(0u Ak, — 0 AR ,)(0" AR o — 0" AR ,)

Ny
+ ZaR,f[i(Z2 ~ 1)@ — (Z2Zin — V)mg flr. g
=1

+ (23 — 1)en.a(—D)cr.a
N¢

~9r > (22223 = 1) ;T Y Y A,
f=1

+ Gr(Zy 731 = 1) fapeOr Al Al A

1 a 14
- ng%(ZgQZg - l)fabefcde R,;LAZ}%,VAIIL%,C R,d

+ 9r(Zy2323"% = 1) fupeCra(—0") (A% ucrob) (8.3)
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che definiscono altri sette vertici di interazione:

o —1(Zs = 1)(0uA%, — 0, A% ,) (O AT, , — 0" AR )

29900 800000

i(Z3 — 1)6ap(kuky — k*gu)

o S} Un fli(Zo = 1)@ — (ZoZm — Vg flior g

p

_4_@_4_

Z[(ZQ — l)p — (ZQZm - l)mR’f](Sij

° (23 — 1)637,1(—[063,,1

i(Z3 — 1)8apk?

N A a a
® —JgRr Zfil(ZgZ?Z;/Q - 1)7/}R,fT 'YM@[’R’fAR,p
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—igr(Zir — 1)(T")i; (V") g,

L4 gR(Z!]Zg/Q - 1)fabca>\A(Il%,)\’A§\%,bAi\%l,c

gR(ZBA - 1)fabcvl“jp(k7pa Q)v

o —19R(2223 — 1)fabefcdeAtjlz,HAZI)%,uAl}L%,cAlI/%,d

—igr(Zaa — L)WES?

[ ] gR(ZgZA;;Z;/2 - 1)fabcéR,a(78M)(A%,MCRJ’)
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Zip = 2,2, 257

Zsp = 2,257

Zan =273



—gr(Zeoa — Vfawed",  Zooa = 242325 (8.10)

Usiamo quindi questi nuovi vertici per fare teoria delle perturbazioni.

8.1 Regolarizzazione
Abbiamo visto che integrali del tipo
/ d*k 1
(2m)* k2 4 a?

divergono nella regione ultravioletta e che la divergenza poteva essere eliminata imponendo un cutoff

UV, cioe
d*k 1
T O(A?
/kl—A 2m)2 k2 + a2 O(A%)

La regolarizzazione tramite cutoff UV & quella pit intuitiva, pero 'inserimento del cutoff ha come con-
troindicazione la perdita sia dell’invarianza di Lorentz che di gauge.
Allora la regolarizzazione viene fatta seguendo un altro schema, proposto da 't Hooft.

Regolarizzazione dimensionale.
Se consideriamo 'integrale sopra in D dimensioni,

/ dPk 1

(2m)P k2% + a?

questo puo essere resto convergente per un opportuno numero D di dimensioni. L’idea ¢ quindi di
regolarizzare cambiando il numerod in dimensioni dello spazio-tempo:

— g =(+,—...,—)
———

D—1

p“=(p0,p1,p ) — pr=0"p. . p
_guuguy 4 — 5#_9/“/9“ _D

b D 1)
f (2m)% } — f (27T)D

L’invarianza per traslazioni € preservata se 'integrale converge:

D D
/(; )’;f(m 0) = /(d )kDf( ) Va (8.11)

e in generale tutte le simmetrie dello spazio tempo 341 sono preservate:

D

D D
| Gt 1) = 5 [ k) (812)
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Una volta regolarizzata la teoria, dovremo tornare indietro a D = 4 tramite la continuazione analitica
degli integrali, in quanto per D — 4 le funzioni avranno dei poli del tipo 1/e, con e = (4 — D)/2.

Tecniche fondamentali.

1. Parametrizzazione di Feynman. Se A, B sono due propagatori, valgono le seguenti identita:

1 ! dx
AB /0 [zA+ (1—2)BJ? (8.13)

1 ! 11—z
AB? ~ /U AT (-2 BP (8.14)

2. Rotazione di Wick. Invece di integrare sull’asse reale (per le componenti temporali), integriamo
sull’asse immaginario, cioe k° — ik:g , con kg € R (il suffisso E indica ”euclideo”). L’elemento di
volume dPk diventa idPky e

kp = (ki kg, ..., k2~ kg) = (k',... . kP~ kD)
N — ——
kp=k
con k? = (k%)% —k? — —(k% + (kB)?) = —k2, dove k% indica il quadrato con metrica euclidea.

3. Coordinate sferiche euclidee D-dimensionali. Scriviamo
dPkp = |kp°~"dkg|d2p

dove d€)p denota ’elemento di angolo solido in D dimensioni, avente integrale

27TD/2 +oo
J 90 =ttpmy 0=
Esempio 15.
[t = 0D
(2m)D |kg|2 + L~ (4m)P/2L1-D/2
dPkg 1 I(a—D/2)
- Va e C,Ra>0
/(27T)D (|]{E‘2+L)a (47T)D/2F(a)La*D/2’ acC,lta >

4. Poli per D — 4.
(a) Per e — 01,
1
T'(e) ~ el + O(e) (8.15)

con v =2 0.577 costante di Eulero-Mascheroni.
(b) Per z = —n, n € N,

8.16
n! z4+n ( )

Note.
1. Matrici v in D dimensioni.

Le matrici v in D dimensioni soddisfano la stessa algebra di Clifford e hanno la stessa normalizza-
zione del caso quadridimensionale,

{77} = 29"
(8.17)
triyty"] = 4g""
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v

e valgono anche le relazioni v#v, = D, vy,7"v* = (2 — D)y".
Ci sono tuttavia problemi nella definizione di 7°. Se 7° = 7.y
v® o 1 e commuterebbe con le altre matrici v, anziché anticommutare. Si introduce allora
mano” una v° tale che {75, v#} = 0.

D=1"con D dispari, risulta

77a

2. Dimensioni delle quantita fisiche.
In QCD, la costante di accoppiamento g ¢ adimensionale per D = 4. In dimensione D arbitraria,
g — g, con dim[g] = (4 — D)/2 = € (dimensione in massa). Infatti, in unita naturali h = 1, Pazioe
S ¢ adimensionale (ha le stesse dimensioni di 7). Essendo S = [dPx £ ed essendo le dimensioni in
massa dell’elemento di volume dim[dPz] = —D, segue che dim[£] = D. Di conseguenza si hanno
per i campi

dimfy] = 21

Per ricavare quindi le dimensioni di § basta considerare un vertice, per esempio Lip ~ g1 A1, da
cui
D -2 D-1 4—D
dim[£1r] =D =dim[§] + —— +2—— — dim[g] = — =

2 2 ¢

La costante di accoppiamento rinormalizzata ha le stesse dimensioni di g in D dimensioni,

4—D
dimgr] = —5— = ¢ (8.18)

Per D — 4, gr — gr, allora possiamo scrivere
Jr = grP (8.19)
dove p & una scala di massa arbitraria (detta scala di rinormalizzazione).
Esempio 16.
2

22 2,2 2
9r  _ 9rK _ IR 2ve . IR 2 2
(Gm)P72 ~ (dm)7< ~ (4n)? (4mp)€ ~ n? [1+ eln(4mp®) + O(€?)]

Notiamo che la presenza del termine in € compensa il polo della funzione I" in 1/e.

8.2 Rinormalizzazione della QCD a 1 loop nello schema ”Minimal Subtrac-
tion”

Definizione 8.1.

Un diagramma proprio (o one-particle irreducible, 1PI) & un diagramma di Feynman troncato (senza
propagatori esterni), connesso e irriducibile (i.e. se si taglia un propagatore interno non & possibile
separare il diagramma in due diagrammi distinti).

I diagrammi 1PT costituiscono un sottoinsieme fondamentale dei diagrammi di Feynman, con cui ¢
possibile ottenere tutti gli altri, quindi possiamo ridurci a studiare questo tipo di diagrammi. Le funzioni
proprie che presentano divergenze in QCD sono di sette tipi e sono quelli aventi come gambe esterne
quelle dei vertici di interazione.
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1. Self-energy del gluone.

Y T & £ o

+‘9{>‘QJ+\Q%%Q9@_QQ%19J

Dove il "blob” del diagramma a sinistra indica ’insieme di tutti i diagrammi 1PI che contribuiscono.
La funzione propria II% (k) dei diagrammi 1PI a due linee gluoniche esterne ¢ data da

R,pv
MY, (k) = Sab(kuky — kg )T R(K) (8.20)
2
oy _ 9r |4 1 13 1 . e
Mp(k°) = e {3T3Nf QCg < 3 “OR|| 2 + (Z5 — 1) + termini finiti (8.21)

in cui Tg ¢ l'indice di Dynkin, Ny e il numero di flavor e Cg ¢ il valore del Casimir quadratico
nella rappresentazione aggiunta. Il propagatore esatto del gluone & dato invece da

.6ab {gpu - k/LkD/kQ

TR 1+ Ha(k?)

+ aRkukV} (8.22)
In cui notiamo che il contributo di self-energy e solo sulla parte trasversale. Questo giustifica a
posteriori il fatto di non aver inserito un controtermine nella Lagrangiana per la parte longitudinale.
Lo schema di "minimal subtraction” consiste nello scegliere Z3 in modo tale da eliminare il termine
in 1/e che da origine al polo:

2
(MS) 9r |4 1 13 1 4
ZMS) — 1 - STRN; — =Cg | = — 4 2
3 (4r)? [3 RNy 206* ( 5 TR T O(gr) (8.23)

2. Self-energy del ghost.

da cui, eseguendo la sottrazione minimale,

2
> (MS) 9r 3—ar)\1 4
Z =1+ -+ .24
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3. Self-energy del quark.

+ —4_@_4_
da cui si ottiene
ZMS) g _ 9 Cpozp1 + O(gg) (8.25)
2 (4m)? € R
ZMS) — 1 9 3OF1 + O(g%) (8.26)
m (471_)2 € R

4. Vertice a tre gluoni

P SR N < I

con

(47)2 2 4 3

2 17 3 4 1
ZSXS) —1_ 9r [CG (— + aR) + 3 RNf:| p + O(g%) (8.27)
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5. Vertice CCA

R o Y

+ o

A v

3
s

A.QQQ_QQQ..V" +

A ~y
con )
1
ZMS) _ 4 _ 9r arl 4
CCcA (dr)? CG*Q P O(gr)

6. Vertice quark-quark-gluone.

con

o
A

1F

ZMS) _

2

(4w

IR

)2

3+« 1
<4RCG + @RCF) < + O(Q%%)

7. Vertice a quattro gluoni

V®A

MS
ZiA f=1-

9%
(4m)?

(

3

2 4 1
—— 4+ aR) Ca + 3TRNF:| z + O(gjl%)

(8.28)

(8.29)

(8.30)



Adesso notiamo che
Zip = Z,2:23"°
Zsp = Z,73°
Zya = 22735?
Zoca = Zg 53 Z§/2

da queste si ottiene una sola costante di rinormalizzazione per la costante di accoppiamento g tramite
Uidentita di Slavnov-Taylor

Z3a  Zocca ZLiF Zaa 1/2 g% 3+agr) 1 4
—L = /3 C -4+ 0 8.31
Zs 3, L Za P rpCe\ "o ) et B3
da cui segue
Jo—1- Ik Lice —arpne) L+ ogh) (8.32)
G = (4m)2 6 G RAVF) Z IR .

che e espressione a 1 loop per la costante di rinormalizzazione di g. Possiamo studiare la dipendenza
di gr dalla scala di massa arbitratia p:

da cui

gr(p) = (MO> Z g (8.33)

Introduciamo a questo punto la funzione beta di Gell-Mann e Low:

B = udﬁf’” (8.34)

Usando 'espressione (8.33) per gg:
w dZg
9r

5:_69R—ngw

in quanto Z, dipende da gr e quindi da p. In questo particolare schema, i non compare esplicitamente
in Z,, quindi

B —egp— L %d9r - 9rdZ,
- Zydgp du Zg dgp
da cui con
- _ 8.35
-z, (8.35)
Zg ng

In generale si avrebbe 8 = B(gr, ar,mr/p) = pdgr/dp e quindi per integrare dovremmo conoscere le
altre dipendenze

MR ey (9, R TR 1) _ #dZm
mgy  TMRYm(gR R mRIR) A =
daR K dZ3
don _ __# dZs 8.36
1 i arYc(9r, ar, MR/ 1), G 273 du ( )
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Nello schema MS, tuttavia, 8 non dipende né da ar né da mpg (a tutti gli ordini), quindi possiamo
integrare semplicemente la prima relazione, trovando

€
Blom) = ——————————
2
_ gR lch — 4TRNf 1 4
= —€gR {1 + (4r)? < 3 . + O(gr)
1 11Cqg — 4Tr N
= T 4n)? < = 3 - f)g%+@(g§%7e)
= —fog + O(g%, €)
dove 1 11N, — 2N
_ c f
Bo = ()’ ( 3 ) (8.37)

per la QCD, 5y > 0 (il segno & strettamente legato alla liberta asintotica).

8.3 A 2 loop

A due loop si trova per la funzione S ’espressione

B =—Bogh — B19% — P29l — Bagh +

con

1 34 5 1 34 13 1
9= o 308~ (300 0 ) T = i [T - (- ) ] sy

Teorema 4. 5y e 5, non dipendono dal particolare schema di rinormalizzazione.

Esempio 17. Schema MS

=< -7+0(  (c—0)
e _ dh 1+ eln(drp®) + O] (9r= grac)
(47T)D/2_(4’/T)2[ €17 € R= gRHM

Adesso, anziché togliere semplicemente il polo 1/e (schema MS), si toglie 1/e — v + In(4m), cioe
1
Z{M) () = 1= Aglis (1)~ + O(gis)

VTS 1
280 = 1~ Agkg | - = 7+ n(am) | + Ol
1 1IN, — 2N,

A= (4m)2 6

e cosl via per tutte le altre costanti di rinormalizzazione. ZE(7 9 e Z_tg %) sono legate da una rinormaliz-

zazione finita.

sl = (1) 20090
(

quindi

ais(w) =Zg (1) gxs (1) (8.39)



dove Z4 (p) ¢ la rinormalizzazione ”finita”, data da

1
1—Ag2e <€ -7+ 1n(47r)) +0(g55)

Zg (:u) = 5 1 .
1- AgMSE + O(gns)

1 1
~1-— Agi/[—s <e — v+ In(4n) — 6) + O(gff/[—s)
=1+ Agi/[—s('y —In(4m)) + O(QI%TS)
=1+ Z0 25+ Olgis),  Zo= A(y — In(4m))

cioe

gus (1) = gygs(n) {1+ Z0 Gorst+ Z1 Grpg T+ } (8.40)

In generale, la relazione tra due schemi di rinormalizzazione generici gg, g alla stessa scala di massa
e data da

9R =Zg g = (1+ Zo 93+ 7 93%+~--)g}% (8.41)
Nota la funzione beta del primo schema

dgr

B =% = ~fogh — Brgk — Bagh + -
I
si puo calcolare
dd
B’ZMdj = —Bog — BLgR — Bogh + -+

e dimostrare che 3y = f;,61 = ] e B2 # (5, fintanto che p > mpg.

8.4 Funzione 5 a 1 loop

5= — gt o= e () (3.42)

Abbiamo visto che per la QCD 3y > 0. Notiamo che al crescere di u, gg diminuisce verso 0, detto punto
fisso ultravioletto. Risolviamo ’equazione differenziale per gr(u):

dgr(n) 3 b dp [ dgr
_ _ dp _ 8.43
Blgr) = 1 dp Bogr(m) - /,“ K ~/9R(M1) Blgr) | )

troviamo I’equazione di Gell-Mann e Low:

gr(p2)
IR
o = i1 €Xp / (8.44)
{ gr(m) 5(91%)}

po = i1 eXP{géo |:g}2%(1p,2) a g?{(lul)]}

da cui, per ogni p1, pug arbitrari si ha

11 11
e eXp{%gfa(m)} - EXP{%Q%(M)} (8.45)

A 1 loop

cioe

M6_1/25092R(“) = cost = AQCD (846)
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Aqcp e la scala di massa della QCD, indipendente da p. Possiamo quindi riscrivere

1

grlw) = ——F——~
Boln (é‘)
AQCD

1. Bo > 0 (e.g. QCD). Il regime di validita & ;1 > Agcep e si hanno i fenomeni della libertd asintotica,
ossia gr — 0 per u — oo (giustifica a posteriori 'aver troncato lo sviluppo di 8 al primo ordine)

e della schiaviti, infrarossa, ossia gr aumenta per u — 0 (anche se in questa zona i risultati non
sono affidabili).

(8.47)

Distinguiamo due casi

2. Bo <0 (e.q. QED), g%(1) = (8o ln(/ﬂ/A%))_l, Ay scala di Landau. Il regime di validita & u < Ap
e abbiamo il comportamento opposto.

Riprendiamo adesso in considerazione il processo ete™ — adroni. Avevamo visto che, trascurando le
interazioni forti, per s — oo

o(ete”™ — adroni) 5
R = ~ N, 8.48
olete = ptp~ ¢ Zf: @ (848)

Se adesso consideriamo le interazioni forti, al termine leading g% si trova la correzione
R=N.> Q3 [1+3CF (O‘S(“))+] (8.49)
! 4 m
!
con ag(p) = gk(p)/4n. In generale
(8.50)

() a3 () o

Se f & una certa quantita fisica (ad esempio il rapporto R), in due schemi di rinormalizzazione si ha

R=r(50n0) = N. Y03
f

f=fo+ frgh+ fogn + -
= fo+ fi9% + fagn + -+

Le due serie complete sono uguali, e in piu si pud dimostrare che f§ = fo, fi = f1, 4 # fo.
Deve essere inoltre udR/du = 0, che ci fornisce indicazioni sul tipo di dipendenza A = A(s/u?). Quello

che si trova e
s s

con a dipendente dallo schema e b indipendente dallo schema. Se scegliamo p = /s allora
e gr(=+/3) = 0 per s — 0o, in virtl della liberta asintotica.
e In(s/p?) = 0, non abbiamo cio¢ divergenze per s — oc.

Otteniamo pertanto uno sviluppo perturbativo ”migliorato”:

™

R (an0) = RO gn(vA) = N33 [1+ 20 (S0 gy (B0D) 4] s
f

con

1
as(vs) = 9r(V5) = ”Running coupling constant” (8.53)
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9 Formulazione euclidea di una teoria di campo

Avevamo visto che per aggirare i poli nei calcoli dei propagatori bisognava effettuare la rotazione xy=

xzoe € per la coordinata temporale, a cui corrispondeva la rotazione ko= koe' per la coordinata zero

del quadri-impulso. Prendiamo adesso ¢ = /2, cioe¢ eseguiamo la rotazione di Wick, allora

~ 0~ ~0
= (2°x) —2= (7 ,X) = (T = —izps,Xp)

~ 0
k= (k° k) —k= (k = ikps, —kgp)
Applichiamo la rotazione di Wick al caso di una teoria scalare neutra:
1 1
EM = §8Mg08”<p — §m2<p2
d*k i

_ik(e—y)
™ —m 1€
Cm) k2 —m2 +

Galzy) = (O|T{p(x)e(y)}[0) = /

Passando quindi all’euclideo, ottieniamo la funzione di Schwinger a due punti, So(zg,yr) = GQ(E7 5)

Per scriverla, notiamo che
SO\ 2 a2
(k ) — (k) = kb K= -1

k(T —Y)=kg-(v5—yp)
dove il prodotto scalare tra due quadrivettori aventi il suffisso E ¢ il prodotto scalare euclideo. Si ha
quindi
d*kp 1 ;
IS 7 _ kg (TE—YE) 9.1
2(TE,YE) /(2#)4 k%+m2€ (9.1)
La funzione di Schwinger a due punti puo essere ottenuta come risultato del prolungamento analitico
nell’euclideo dell’integrale funzionale:

-~ Jlgle(@eyexp {i fa1F Ly (@)}
G2(37, y) = 7 ~7
Jlde] exp {ifd4x Ly(x )}

Definiamo ¢(7) = ¢p(xg), dunque

iSy = i / PFL(F) =i / 44y Baw(g)amp(}) - ;m2<p2(§)]
1

1 1
= /d433E [—25E,4<PE($E)8E,4¢E($E) - §3E,i<PE(CUE)3E,i<PE($E) - §m2902E(1‘E)

1 1
= —/d4$E [23E,WE($E)5E,H<PE($E) + 2m2¢%(xE)]

= —/d4$EﬁE($E) = —SE

cloe s
~ ~  [ldeplep(re)pp(ys)e "

Grle ) = Jldpple=se

Notiamo che nell’euclideo la convergenza della funzione a due punti & migliore (le configurazioni con Sg
grande sono esponenzialmente soppresse). Altre osservazioni importanti sono:

(9.2)

e Lp(zg) ha la stessa struttura dell’Hamiltoniana minkowskiana.
e ¢~ °F assomiglia al fattore di Boltzmann.

11 gruppo di simmetria di Lg & O(4) (che ha rimpiazzato l'invarianza di Lorentz SO(3,1)).
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9.1 Formulazione euclidea della QCD

Partiamo dalla Lagrangiana minkowskiana
1 -
Ly = —itr[F#,,F’“’] + (D —m)y (9.3)

Come definiamo Ag ,(zg)? A, deve "trasformare” (per z —) come d,. Dato che 8, = (8, V) —
(i0p 4, Vi), allora

iApa(rE) AY(7) = iApa(zr)
Api(zg) Al(x) = —Ap,i(zp)

Ao(7)
Ay(T)

Componenti di F),,

Foi(2) = (00 Ai — 3i Ao + ig[Ao, Ai])(T)
=i(0p4AE; — Op,iAB 4+ 19[AE4, AR j])(zE)
= iFEAi (.%'E)

Fij(7) = (0;4; — 0;A; +ig[A;, Aj])(T)
= (0p,iAE,; — 0p jAE: +i9[AE,, AE;])(zE)

= Fg,ij(zg)
Di conseguenza
Fyu(T)F™ (2) = 2Fy F* () + F;; F (z)
= —2[F0i(@)]” + [Fy(2))?
= 2(Fpai(zr))? + (Fp,ij(@p))? = FpuFeuw(ts)

dove la contrazione ¢ effettuata con la metrica euclidea d,,,. Otteniamo in conclusione la Lagrangiana di
Yang-Mills euclidea:

~ 1
‘Cg(mE) = —,C%(J?) = §tr[FE,;LVFE',p,V] (94)
Per i fermioni

Li(zp) = —LE(T) = —(2)(iv" D, — m)(7)
= —Yp(rp)(y’iDg4+iv' Dp; — m)p(rg)
=Yp(@p)(Y’Dp4— iy Dp; — m)p(zr)

Introduciamo quindi delle matrici « euclidee
B4 =" Ve = =i (9.5)

L’algebra di Clifford diventa quindi {vg,.,YE,,} = 20,,. Le matrici yg sono tutte hermitiane. Con

queste possiamo scrivere -
Ly =Yp@p)(veuDy +m)Ye(re) (9.6)

Riassumendo

SICP — / dlep {;tr[FE,WFE,W](m +9p(@n) (v Deu + mWE(xE)} (9.7)
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9.2 Funzione di partizione statistica Z(/)

La funzione di partizione statistica & definita come Z(3) = tr[e‘ﬁﬁ], dove H & ’'Hamiltoniana del sistema
e f =1/kT. Possiamo ottenere la Z da una teoria di campo euclidea. Partiamo da

. a(x.ty)=d'(x) 23
Wstrlaits) = (@l g = [dq]exp{z' [Tae | d%aM} (0.8)
q t;

(x,ti)=q(x)
ed eseguiamo in primo luogo la rotazione di Wick:
x) — —izt
t; — *Z.tE,i
ty — —itgf

da cui e"#H(tr=t) e~ H(tes~tp.i)  Scegliamo adesso tg; = 0,tp ; = B e consideriamo la traccia

. B
Z<Q|€_6H|Q> =Z(B) = N/qE(xE,0)=qE(xE,B) [dgp]exp {—/0 dzp,a /d?’iCEﬂE(gUE)}

q

dove abbiamo messo condizioni al contorno periodiche per i campi (valgono per campi bosonici). Per
campi fermionici, le condizioni al contorno sono antiperiodiche.
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10 Formulazione su reticolo

10.1 Formulazione euclidea

Sostituiamo lo spazio-tempo euclideo con un reticolo ipercubico di passo a, quindi zg, , = an,,n, € Z.
La formulazione su reticolo e una regolarizzazione non perturbativa. 1l passo a rappresenta una distanza
minima, che equivale ad un cutoff ultravioletto negli impulsi Ayy ~ 1/a. In trasformata di Fourier,
k € [-m/a,m/a] (zona di Brillowin). Alla fine del procedimento, si ritornera al continuo mediante il
limite a — 0.
L’introduzione del reticolo rompe I'invarianza O(4), perd si puo fare in modo di preservare I'invarianza di
gauge usando come variabili i trasporti paralleli tra due siti vicini dei campi di gauge, anziché i campi di
gauge stessi. Siano 7, j due siti primi vicini, con j = i + (a)f, allora indichiamo la variabile connessione
o link con

Uji = exp[—igAg, .(i)ad] (10.1)

Nota. Il trasporto parallelo euclideo € uguale in forma a quello minkowskiano (si vede eseguendo la
rotazione di Wick).

Sotto trasformazione di gauge G; € SU(3), Ujy — UJ'»<_i = GjUjFiGZ. L’idea di Wilson ¢ stata di
scrivere il trasporto parallelo su un percorso chiuso formato da un ipercubo di un solo passo reticolare -
detto placchetta - per arrivare (in analogia al caso continuo) F),,,.

Azione di Wilson.
Consideriamo una placchetta avente come vertici i siti 4, j, k, [, con

j=i+(a)p
kE=i+ (a)i+ (a)v
l=i+ (a)p
Allora
Sw= Y Sy
placchette
con .
Sy =8 {1 ~ay (U1 + U;l)] (10.2)
dove
Upt = Ui iU Ui Ui (10.3)

Verifichiamo che nel limite del continuo ritroviamo la Lagrangiana di Yang-Mills:
. L
Upi(uv) = exp [719&2‘?&,&4

con FELI)W = Fg v+ O(a) (L = lattice) e Fg o = OpuApy — O AR +19[AE , Ap,y]. Quindi, per

una trasformazione infinitesima
Upl(my) ~1-— iga2FE,#,,
t o a2
Upl(w) ~1+1iga"Fg

e di conseguenza

1 1
—tr[Up + U;l] = tr[2 — gQa4FE7WFE7W +0(a®)]

2N, 2N,
ga* ., a 5
=1- N, Fg w5 0+ 0(a”) (10.4)
L’azione per una placchetta sara quindi
g2at
Spl(u) = BTMFJ%,WFJ%}W + O(a”) (10.5)
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Sommiamo adesso su tutte le placchette

2,4
ga 1 a
Sw = Z Z Spl(l‘v”) =p AN Z 5 Z FE’HVFE',HV + (’)(a5)
i pu<v ¢ g W,V
592 4 ha
= 8N, Za FE,WFI%,W

pera — 0, Y, a* — [d*zp, quindi

_ Bg°
8N,

d'epFR , Fi ., (tE)

Se adesso scegliamo 3 = 2N./g?, 'azione di Wilson rappresenta in effetti una versione discretizzata
dell’azione di Yang-Mills.
Possiamo scrivere la versione discretizzata della funzione di partizione:

Z= / [dule= vVl (U] = [[dU;
i,J

con dUj; misura invariante di Haar, data da, nel limite a — 0,

dUj; ~ const x HdA%,#
a

Il valore di aspettazione di una generica osservabile sara

dU] O(U)e=SwlUl
JTa0] e=5wT0]

o) =1

11 volume spaziale di una placchetta risulta essere V = Nya3, dove N, & il numero di siti nelle direzioni
spaziali, mentre il volume temporale di una placchetta ¢ Ty = N.a, con N, numero di siti nella direzione
temporale. Il quadrivolume di una placchetta sard quindi V4 = VI'r = N,N,a*. Considerando reticoli
asimmetrici in cui N, < Ny, nei limiti V' — oo, Ny — o0,a — 0,N; — oo con N,a = cost 1/kT
otteniamo la funzione di partizione termica.

10.2 Limite continuo

La costante di accoppiamento ¢ funzione del cutoff, g = g(a), ma come vi dipende? Consideriamo gg in
uno schema di rinormalizzazione compatibile con il reticolo.

gr(g(a).ap) D gr(p) = g=Zur © gr=12;"'g
con gr(p) = g+ Ag® + O(g°) = g[1 + Ag? + O(¢g*)]. Per a — 0

d(ap)

dgr dgr dg dgr
_ = - +
da

g ap da aa(au)

d9> Jdgr
~a39) 4 (ap)

< da B(an)

Il termine nella prima parentesi rappresenta la funzione beta di reticolo, B at, allora

O:ada

_99r
Jg

g

g

0 d 0
OZ—% ﬂLAT—FMﬁ E—ﬁ Brat + B
9 lap dp |, 99 |,
da cui
dgr B
=g _-_F_ 10.
BLaT ag 39n (10.6)
dg ap
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Dal risultato perturbativo sapevamo che

9 d
;@ = 1+34g% + O(g%), B@ﬁ=MjR = —Bogh — Bigg + -
9 oy Holg
Allora
3 5
_ _ + ...
Brar(g) = Pogie — 19k

1+34¢%+---

= [Bog* (1 + Ag®> + -+ )® = B1g® (L + Ag® + - )°] (1 — BAg> +--+)

= —Bog® — (B1 + 3ABy — 3AB0)g°

= —fog® — g’ (10.7)

Osserviamo che i coefficienti 5y, 81 sono sempre gli stessi, anche per il reticolo. Da questo fatto possiamo
ricavare, procedendo per analogia con il caso della S(gr), la dipendenza g(a):

dgr(p) 1

P ) = ~agk)+ = onle) = ——
50 In
Adop
con la condizione p > Aqcp = pexp[—1/(2B809%(1)]. Traduciamo quindi al caso reticolare,
dg(a
—a ii ) = Brar(g) = —Bog” + - --

Le espressioni sono uguali in forma, a patto di identificare p — 1/a,gr(n) — g(a). Con questa
identificazione, abbiamo quindi

1

g(a) = T
o (o
a?Af ar

con la condizione a < Af iT, parametro di scala del reticolo. Nel limite continuo a — 0 deve essere
gla) = 0.

Assumiamo adesso una misura su reticolo di un’osservabile O(g(a),a). Per a — 0, O(g(a),a) = Ofgsico-
Sia dy la dimensione in massa di O, allora

) ) Apar = éexp [—%0;2(&)] (10.8)

dg
O(g(a).a) = <1> O (g(a)) (10.9)

a

con O adimensionale (stiamo qui assumendo che non vi siano altre scale di massa, i.e. quarks a massa
nulla). Invertendo la relazione, troviamo la relazione si scaling asintotico:

a @ﬁ i 1 do
€] a)) =a%O(g(a),a 129 gdo@ sico 2 —2 [exp (—)} 10.10
L{g(@)) = a*©(g(a). 0 o = T (10.10)

ApaT puo essere determinata fissando un’altra osservabile, dopodiché rimane sempre la stessa.
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11 Potenziale ¢q e gq nel limite statico

11.1 Approccio perturbativo

Per determinare il potenziale ¢g o qq nel limite statico in maniera perturbativa, si procede per analogia
con il caso della QED. Consideriamo due quarks di flavor arbitrario aventi numeri quantici di colore
a1, g nello stato iniziale e o, o nello stato finale. Distinguiamo quattro casi

1. Stato simmetrico di colore. Possiamo avere a; = aa = af = oy, = A che porta nello stato iniziale
un fattore dn, 40a,4 € nello stato finale d, o 404 al A, oppure uno stato simmetrico del tipo

(4545 )sim) = 7 (qu)qg )+ g4 q(2)>>

con A # B che porta un fattore (0u, A0a,B + 0ay Bdara)/V2 nello stato iniziale e (6ay A0ayB +
50/1350/2;;)/\/5 nello stato finale. In questo caso si trova

(sim) g’

Wl

2. Stato antisimmetrico di colore. In questo caso

I(qﬁf)qg))amg \[<|QA a5 — a5 d' )>)

e si ha )
ylant) — 2 9 (11.2)

3. qq in singoletto.

3 A=1
(& 4 5
Lvn__=*49
= (11.3)

4. ¢q nell’ottetto (i.e. basta prenderli con colori diversi), |(¢q)s) = |gagg), con
2
g
—_— 114
47y ( )

11.2 Approccio non perturbativo

Consideriamo il caso di ¢g in singoletto di colore nel limite statico M, — oco. Definiamo un operatore
interpolante O tale che O(t)|Q) abbia gli stessi numeri quantici dello stato che vogliamo studiare e
ci concentriamo sulla funzione di correlazione (Q|O(t)O'(0)|2). Inseriamo un set completo {|n)} di
autostati di H (con H|Q) = 0):
QOO (0)|2) = > (QIO(t)[n)(n|OT(0)[2)

=D (Qe*0(0)e ! n) (n]OT(0)[02)

= e "EHQI0(0)|n) (n]OT(0)[0)
Eseguendo adesso la rotazione di Wick ¢ — —itg, otteniamo

Y e e {Q]0(0)n) (n]OT(0)]€2) (11.5)
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Per tgy — o0, il contributo dominante sara dato dallo stato con i numeri quantici giusti (altrimenti gli
elementi di matrice sono nulli) ad energia pitt bassa. Questo stato perd potrebbe essere proprio |2). Lo
escludiamo considerando solo la parte connessa:

(210101 (0)|2) — (QAOMI(RUOT(0)|Q) "= e~ = (Q]0(0)|n) (|07 (0)|2) (11.6)

dove |n) & lo stato ad energia pit bassa avente elemento di matrice non nullo.

Applichiamo dunque questo discorso al problema del potenziale g¢: cerchiamo un operatore interpolante
per ¢q in singoletto di colore. Siano 4, gli indici di colore, «, 8 indici di Dirac e ¢ = (x,t = 0),7 =
(y,t =0), con |x —y| =r, a cui corrisponderanno le funzioni d’onda

overlmepsz(Q)(x t = 0), w(Q)(y,t = 0). Il loro prodotto non ¢ invariante di gauge: per renderlo ta-
le, eseguiamo un trasporto parallelo W ((x,0) +— (y,0));; cosi che ¥ @ (y,0) — U(y,0)y@ (y,0) e
E(Q)( 0) — w(Q) (x,0)UT(x,0), con W — UWUT. T,z & funzione delle matrici v e saturera gli indici
di Dlrac (per ora non ci interessa la sua forma esplicita). Allora definiamo

6(x,y:0)) = O(x,y:0)|2) = Oup(x,¥;0)Tas|Q)
e studiamo la funzione di correlazione
G, y'sx,y;t) = (QT{OT(x',y; ) O(x,y;0)}|)
= ga/,@’,a,@l—‘a,@ (’Y FT’YO)B/D/
con

Gorr s = (AT Ay,

@
(

HW((y,1) < (%)) 100 s (x, 00W((x,0) + (v,0));5057 (v,0)}2)

(11.7)
In generale, non si riesce a scrivere I’elemento di matrice in termini di integrale funzionale. Pero il limite
statico Mg — oo ci consente di fare un passo in avanti, ottenendo

Gy %, yit) ST 68 (x — x)6@) (y — y)C(x, y)e Ete (11.8)

con E(r) = 2Mg + V(r). Proviamo adesso a scrivere I'integrale funzionale:
1 —(Q) @ i
Garsas = g / [dA][d" A @) (v, 1) - i) (v, 0))eoror

Zrot Z/[ H(W(Q)CW J]etoror

Q)
(

Stor = Sa 4+ Sg = S+ ¢ (iv"D,, — Mg)y@

e Sg e lazione di Yang-Mills. Dato che ’azione fermionica e bilineare, possiamo svolgere prima 'integrale
fermionico come avevamo fatto per la teoria libera:

1
Go'p a8 :% /[dA] {366/(217Z/|A)jj’5a’a(33/,$|f4)i/z‘ - Sa'ﬁ/(ﬂf/ay/\A)i'j/Sﬂa(y7$|A)ji}

x W((x,0) < (y,0));W((y', t) + (x',t));1r x det K(@[A]e?Se

K9 1Al = 6W (@ — )[iv" (0, + igA) — Molap.is (11.9)

iaw,jBy

Fin qui e tutto esatto, pero non si riesce ad andare avanti. Adesso usiamo il limite Mg — co; in questo
limite la soluzione ¢ analitica. Nell’equazione che definisce S:

[i7" (D, +igA,) — Mg) S(z,2'|A) = 6 (2 — 2')opiracOeolore (11.10)
possiamo trascurare la parte spaziale

[i7°(00 + igAo) — Mg] S(2,2'|A) = 6 (2 — 2')dpiracdeolore (11.11)
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1. Risolviamo prima per Ay = 0:
(i7°00 — M)S(x — 2') = 6@ (z — 2)
S(x—2') = —id® (x — x') [9(1‘0 —xp) <1+2%> e~ tMa(o=20) 4 g(z! — z) (1_2%> eiMQ(zo_zz))}
(11.12)

2. La soluzione generica sara quindi data da

S(z,2'|A) =P {exp [—ig /IO dt Ao (x, t)] } Sz — ') (11.13)

/
0

Inseriamo adesso tutto nella funzione di correlazione:

1 1-—- .
I L ) e I e I U
aa’ BB’

JdA W [AJeiSell
JdAJeiSe]

WelA] = tr P {exp [—ig /C dzt Au(z)]}

e C & il cammino chiuso (x,0) < (y,0) < (y,t) + (x,t) < (x,0). In conclusione

(WelA]) =

G(x,y'ix,y;t) = =6@ (x = x)6@ (y — y)tr[Py TPy Ty e 2 Mot (WeA]) (11.14)
con Py = (1 £ ~p)/2. Tramite rotazione di Wick ¢ — —iT otteniamo
— =0 (x —x)6O) (y — y)tr[PLTP_A T4 e 2MeT (W [Ap]) & (11.15)

con
f[dAE]WC [AE]G_SG’E
f[dAE}e_SGvE
Nel limite di grandi T, G ~ exp(—E(r)T), con E(r) = 2Mg + V(r). Dal confronto concludiamo che
WelAg))g =W (r,T) ~e=VT per T — oo. Allora

(WelAgl)e =

. 1
V(ir)=— lim Tan(n T) (11.16)

T—00

Criterio di Wilson ”per il confinamento: se V(r) — or per r — oo, allora

W (r,T) "1 F(r)e=o'T = F(r)e=o 4

o & detta tensione di stringa, le linee di flusso del campo cromoelettrico si addensano mano a mano che
la distanza aumenta.

Traiettorie di Regge-Chew-Frautschi. Consideriamo il sistema ¢g come un rotatore rigido di lun-
ghezza d che ruota attorno al centro, con i quarks agli estremi. La stringa ha densita lineare di massa
(nel sistema di quiete) o e il potenziale & V (r) = 2r/d. Vogliamo scrivere l’energia e il momento angolare
del sistema. Se consideriamo un segmento infinitesimo dr, questo avra una massa dm = odr a riposo.
Se inseriamo il v relativistico e integriamo otteniamo la relazione

J= (11.17)

270

dove J & il momento angolare e M & Ienergia totale. In generale, J = ag + a/M? ed esistono delle
traiettorie massimali su cui si distribuiscono alcuni mesoni. Si trova per o il valore o’ ~ 0.9+1.0 GeV 2
che corrisponde a una tensione di stringa o ~ (0.40 <+ 0.42 GeV)?.
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12 Simmetrie di flavor: SU(2) e SU(3)

N;=6

Lp= > 0 —mp)y (12.1)

i=1

Se le masse sono tutte diverse, abbiamo una simmetria U(1) globale per ogni flavor:
Uy by — ey (12.2)
Quindi senza conoscenze specifiche possiamo dire che £r ha una simmetria
U1),@U(1)qg@U1)s2U1).U1),U(1), (12.3)

cioe ¢ flavor si conservano separatamente. Le correnti associate (una per ogni flavor) a questa simmetria
sono

Tty = 0"y Ol () =0 (12.4)
Ora sia L = {2, 3}, con
L=2:u,d
L=3:u,d,s
eLp= EE,,L) + ---. Concentriamoci su E%L), cioe
£ =9p - M)y
in cui
(1
S E
(s
J_ (ala o aEL)
my
M =
mp,
Se M = mlyxyp, cioe m; = --- = my = m, allora ﬁ%) ha un gruppo di simmetria pit grande del

semplice U(1); ® --- @ U(1), ossia £%) & invariante sotto U(L):

Y= Uy
UeU(L) (12.5)
1/,T N z/,TUT

Ma U(L) =U(1) ® SU(L), dove I'U(1) corrisponde a una rotazione di tutti gli L flavor della stessa fase
e SU(L) ¢ per L = 2 l'isospin, mentre per L = 3 ¢ I’'SU(3) di Gell-Mann.

Possiamo giustificare la presenza delle simmetrie SU (L) non dal confronto diretto tra le masse dei quarks,
bensi dicendo che u,d, s hanno masse < Aqcp, e quindi hanno tutti e tre approssimativamente massa
nulla. Considerando quindi u, d, s a massa nulla, troviamo altre simmetrie.
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13 Simmetrie chirali

mi,...,mp < Agep — mq = -+ =myg, = 0 (limite chirale). Definiamo i bispinori
1
Yrp = 5 = Prot (13.1)
con

75 = —iyOyly2y3 = (_01 2) rappresentazione spinoriale

-1 .
= (_01 0 ) rappresentazione standard

e 72 = 1. Vogliamo riscrivere la Lagrangiana in termini di ¢ .. Notiamo che
Up =V = 0Py = 91 Ppy’ =91y P = 0P,
EL = @P R
Allora il termine di massa diventa
Y = (Vr+¥L) (YR +¥R)
= (Pr + Pr)(Pr + Pp)y = $(PLPr + PrPr)y
= Yp¥L +YLYr

cioe accoppia componenti con chiralita opposta. Il termine cinetico invece diventa
Y'Y = Ypy*r + YL
quindi accoppia componenti con la stessa chiralita. In definitiva
L) — . - . — —
L = — My = Pilbr + §ilbor — O Mg — DMy, (13.2)

Nel limite chirale M = 0, la Lagrangiana ¢ diagonale nelle componenti chirali, quindi & invariante sotto
il gruppo chirale U(L)y, ® U(L)R, cioe

Y — ULy
UL)L®U(L)R : s Ur, U € U(L 13.3
(L) (L) {UJR%URLZ)R (L) (13.3)
Possiamo scrivere il gruppo di simmetria chirale come
U(L)L ®U(L)R = U(l)L X U(1)3®SU(L)L ®SU(L)R (134)

1. U(1)L ®@U(1)g pud essere riscritto ulteriormente come U(1)y @ U (1) 4 (V= vettoriale, A= assiale):

U(l)L = {% S Ul)r = {wL B

YR — YR YR — Y = e"“Ripg

La U(1)y si ottiene nel caso in cui o, = ar = «, mentre la U(1)4 si ottiene nel caso in cui
ap = —ar = f:

) = eioc S = eiﬂ
U)y = YL w/L me U(1)a = YL ¢/L _fgL
YR — Yr = €'Y YR Yr — YR =e g
Se adesso prendiamo una trasformazione U(1)y ®U(1) 4 con parametri a, 3, allora ¢y, — (@8
e yp = Yy = e@=Blepr. Posti O, = a + B,0r = a — 3, troviamo una trasformazione U(1); ®

U(1)g. Concludiamo che la generica trasformazione U(1);, ® U(1)g pud essere scritta come una
trasformazione U(1)y ® U(1)a.
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2. Possiamo applicare lo stesso ragionamento a SU (L), ® SU(L)g:
YL =Yy =V
YR = V= VrYr

Otteniamo una trasformazione SU(L)y se Vi, = Vg = V, mentre una trasformazione SU(L) 4 si
ha quando Vi, = VIS = A:

SU(L) ® SU(L)g = { Vi, Vr € SU(L)

YL — Yy =V, SU(L)s = YL — Yy = Ar
Yr — Py = Vg YR — P = Alyg

con V,A € SU(L). Notiamo che SU(L)y ¢ un sottogruppo del gruppo G = SU(L)r ® SU(L)r,
mentre SU(L) 4 in generale non lo eé.

SU(L)y = { (13.5)

Teorema 5. La piu generale trasformazione di G puo essere scritta come la composizione di una
trasformazione vettoriale e una assiale

Yr = ), = AV = Vi
YR = Y = ATVYR = Vi
ricordando che ¢ = Py = H%w e Yr = Py = ;75¢ e osservando che v5¢;, = ¥, v5%r = —YR.
Possiamo riscrivere la U(1)y @ U(1) 4 in termini di bispinori ¢ = 1, + ¥g:
Uy = of = e
U(L)a b — ' = ePapp + e Popp = P15 (3, + hg) = P9 (13.6)
La stessa cosa pud essere fatta per SU(L)y ® SU(L)a:
ULy ¢ =y =V
SU(L)a : = ¢ = Appy, + Al = e™eTepp, 4 e Tagpp = ¢ieTesy) (13.7)

dove abbiamo usato il fatto che A € SU(L). A questi gruppi di simmetria corrispondo delle correnti di
Noether conservate, definite da

Z 3 ,ud’z a%‘
== ZZ% + 0v;
0y = €ada®;

e che sono date, nei quattro casi, dalle seguenti espressioni

L
Uy = Iy =) 0" i =y

i=1

U)a:Jy = wa DYy

=1

SU(L)y : VI = y" T,

SU(L) 4 : A¥ = oyt P Toap (13.8)
con
Ol =0
auJEiL = QZ@%MﬂJ
L
OV =i [M, Tl =i Y (ms — my)h(Ta)ijihs
i,5=1

L
BuAL = DM, T} =i Y (mi +my)i(Ta)it;

i,7=1
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A livello quantistico, consideriamo una trasformazione G di un campo bosonico ¢;:

G:¢i— ¢;=¢+0h; = bi + €adahi (13.9)
con corrente associata

0ati 13.10
Z 0, qbz (13.10)

Promuoviamo quindi ¢; ad operatore quantistico. Il suo campo coniugato e

oL

II(y) = =—=—— 13.11
= 500, a4y

¢ e Pi soddisfano le regole di commutazione canonica [¢);(z), I1;(y)]z0—y0 = 6;;6® (x — y). Allora

[J6 (@), $i()]so—yo = — [ZH 00 (2 )]

= _Z zo—y05a¢]( ) ZH]($) [6a¢j(x)a¢i(y)]10:yo

=0

= _Z 10—y05a¢1( )

= Zusma( X — y)8a0;(y) = i6as ()0 (x — y) (13.12)
Integrando la (13.12) sul volume e usando la definizione

Qu(t) = /d% Jo(x,1) (13.13)

troviamo il commutatore
[Qa(2°), 9i(y)]wo—yo = i0api(y) (13.14)

Nel caso fermionico, i campi 1), I; soddisfano le regole di anticommutazione canonica, {1;(x), IL;(y)}zo—y0 =
i6;;03) (x — y). Usando lo sviluppo

[AB,C] = A{B,C} — {A,C}B

possiamo scrivere

[Jg(.’b), wi(y)]m‘]:yo = iéawi (m)é(g)(x - Y) (1315)
che integrata restituisce una relazione analoga al caso bosonico:
[Qa(xo)v %(y)]mozyo = %5(111)2(3/) (1316)
Usando adesso le relazioni tra le correnti SU(L), ® SU(L)g e quelle SU(L)y @ SU(L) 4:
1
Tia =5 (Vi + AL) V=Tl T,
= (13.17)
no_ 1 Al = b gh
JR,a = i(vau - Aff) a L,a R,a

otteniamo 'algebra delle correnti e delle cariche:

[Qa (t) Jg b(ya t)] = ifachg,c(y» t)
[Qu (1), T (y, )] = 0= [Qa(£), L (v:1)]
QI (1), Jfé o (¥, 1)) = ifabe T (¥, 1) (13.18)
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Ponendo p = 0 e integrando in d3y otteniamo ’algebra delle cariche di SU(L)r @ SU(L)g:

[QaL (t)’ QIE (t)] = Z‘fachg (t)

[QIF (1), Q3 (1)] = ifare Qe ()

[QF (1), ()] =0 (13.19)
In termini di SU(L)y @ SU(L)a, QY = QL + QF, Q2 = QL — QF, I'algebra delle cariche &

[Q}L/ (t)a Ql‘)/ (t)] = ifachZ/ (t)

Q2 (1), Q3 ()] = ifureQ (1)

[Q (), Q4 ()] = i fareQE () (13.20)
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14 Simmetrie in MQ

14.1 Realizzazione ”alla Wigner-Weyl” (”simmetria esatta”)

Una simmetria esatta € una simmetria implementata da un operatore unitario U che agisce sullo spazio
di Hilber H delle teoria. Si ha U = e*aQa dove le @, sono le corrispondenti cariche conservate.
L’operazione di esponenziazione ¢ lecita solo se le @, sono ben definite, cioe se Q,|€2) = 0 (che corrisponde
alla condizione che il vuoto sia invariante sotto U) e dQ,/dt = 0, ossia [H,Q,] = 0 per ogni a e di
conseguenza [H, U ] = 0. Infatti, se ¢, — ¢, = U T@U con U unitario, allora per una trasformazione
infinitesima €, < 1

Qﬁi = eiieﬂQaqﬁieiEaQa ~ (1 - iﬁaQa)Qbi(l + EaQa)
= ¢i — i€q[Qa, &) + O(€%)
= ¢z + 6a6a¢i = ¢i + 5¢1

Esempio 18 (Simmetria SU(2)y ).

Abbiamo in questo caso tre cariche costanti QY, a = 1,2, 3 tali che QY|Q) = 0 per ogni a e [Qq, H] = 0,
cioé H & invariante per trasformazioni SU(2)y: [U,H] =0 = U'HU = H. Lalgebra di SU(2)y
e }{,Ql‘ﬂ = deqeQY, quindi i Q, sono difatto i generatori della trasformazione. Introduciamo gli
operatori di creazione e distruzione QY = QY 4 iQY. Un multipletto di stati di singola particella &
indicato con |t,t3), con tg € {—t,—t+1,...,t —1,t} e

Qy |t ts) = ts|t, ts)
QY |t t3) = \/t(t + 1) —tz(ts £ 1)|t, t3 £ 1)

Ad esempio consideriamo il doppietto di isospin |p) = (1/2,1/2), |n) = |1/2,—1/2): Q¥|n) =p),QY|p) =

n).

In generale

A~ . v
Olt,ts) = €@ |t,15) = > DY) (e)|t, t4) (14.1)
t
dove ’
Dy, () = (4. Lletee Qe |t ts) (14.2)

¢ detta funzione di Wigner.

Lo stesso discorso puo essere esteso per la SU(3) di Gell-Mann (anche se matematicamente molto pilt
complicato). Vediamo se funziona per il gruppo chirale. Se SU(L)y ® SU(L)a fosse realizzata ”alla
Wigner-Weyl”, avremo le cariche costanti QY,Q%, a = 1,...,L> — 1. Consideriamo un certo stato

a a’

adronico |h) e studiamo |h/.) = Q4|h). Allora

1. Assumento py, = 0, da [Q2, H] = 0 segue che H|h) = HQ4|h) = QLH|h) = M,Q4|h) = My,|h'.)
cioé h e h' sono degeneri in massa.

2. h e h/y hanno lo stesso numero barionico, in quanto Q4 commuta con QY = Quyy -
3. Sia P Doperatore pariti e 7, (data) la parita di [h):P|h) = gy |h). Allora
Plny) = PQAL|h) = PQLPIP|h) = —nyQL|h) = —mu|ly)

dove abbiamo usato il fatto che Q4 & un operatore pseudoscalare. Concludiamo quindi che |h) e
|h’) hanno parita opposta.

Sperimentalmente, non sono mai stati osservati stati adronici |h/,) siffatti, quindi la simmetria chirale
non é esatta.
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15 Rottura spontanea della simmetria

Ad una simmetria G dell’Hamiltoniana corrispondono delle correnti conservate, d,J% = 0. Se la carica
associata @, @ tale che Q,|Q2) # 0, allora si parla di rottura spontenea di simmetria, in quanto non & ben
definito 'operatore unitaria per cui |) ¢ invariante. Infatti, consideriamo

(QIQ*(1)|) = (2Q*(0)|2) = /d3$d3y<Q|JO(X7 0).7°(y,0)[€2) Q costante
- / Bad®y(Q]7°(0,0)°(y — x,0)|Q)  invarianza per traslazioni
= [ ety (@11°0.01°". 09 y—x=y
_ /d3:c<Q|JO(O, 0)Q)

che diverge in x.

Teorema 6 (Goldstone).

Se una simmetria € spontaneamente rotta, per ogni generatore rotto esiste almeno uno stato di massa
zero e spin zero, detto bosone di Goldstone, che ha gli stessi numeri quantici del rispettivo generatore
rotto.

Dimostrazione.
Regolarizziamo l'integrale divergente definendo

QR(t)E/|<Rd3$ JO(x,t) (15.1)

Lemma 1.
Dato un generico operatore locale A(z) si ha

Jim S 10(1), A0)] =0 (15.2)

Dimostrazione.
Usando la conservazione della corrente si ha

= 3z P(x = d 30 17%(x 3(x
0= [ e, a0 = g [ @000, 40)+ [ 4 @een.a0) (153

Il secondo termine tende a zero per R — oo in virtu del principio di commutativita locale (per R

sufficientemente grande, i due operatori diventano entrambi di tipo spazio e quindi devono commutare).
O

Per qualche operatore locale A(0) definiamo il parametro d’ordine da(t):
da(t) = (Q[Q(1), A(0)][2) # 0 (15.4)

dove abbiamo sottointenso 'operazione limg_,, Qr(t) = Q(¢). Allora
da(t) = Z/d‘?’@" [(QT°(x, )[n) (n] A(0)|2) — (Q[A(0)|n) (n]T°(x,)|2)]

dove {|n)} & un set completo di autostati dell’Hamiltoniana e dell’impulso. Trasliamo quindi le correnti,
JO(x,t) = Xt JO(()e~iPx+illt "o ysiamo le relazioni H|Q) = 0, H|n) = E,,,P|Q) = 0,P|n) = p,:

=Y [ @ (U @) nl A ) B — (D] A©) o) (0] 0Bt

= > 2m)°6® (D) [(Q1I°(0) ) (] A(0)[Q)e ™" — (R A(0)[n) (n| A(0)|2) "]
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Per il lemma,

déa(t . —i i
0 0 = i 30 (28 (pr) B [(21°(0) ) (n] AO)|2)eE - (9]A(0) o) (]S (O)[ 20 5]
(15.5)
dovra quindi esistere almeno uno stato |n) = |G) tale che (Q|J%(0)|G) # 0, (G|A(0)|2) # 0 e Eg(pg =
0) = 0 e spin zero in quanto (QJ°(0)|G) # 0, cioe ha gli stessi numeri quantici di Q|Q). O
Esempio 19.

rotto spontaneamente

G=SUL)L,®SU(L)g = SU(L)y ® SU(L) 4 — H = SU(L)v, cioé H rimane come
simmetria residua esatta (i.e. |Q) & invariante sotto H).

Nota. Se Q4|2 = Qp|Q?) = 0, allora [Qa,@p]|?) = 0, quindi l'insieme dei generatori non rotti
costituisce una sottoalgebra dell’algebra di G. I generatori vettoriali QY non sono rotti, mentre i generatori
assiali Q2, a = 1,...,L? — 1 lo sono, Q2|Q) # 0. Esisteranno di conseguenza almeno L? — 1 bosoni
di Goldstone aventi massa zero, spin zero e paritd —1 (essendo i Q7' pseudoscalari). Nel caso L = 2,
G = SU(2)y ® SU(2) 4, abbiamo tre bosoni di Goldstone con JX = 07, che vennero identificati nei
tre pioni 7%, 70 (m, &~ 140 MeV < m, =~ 1 GeV), i quali sono gli adroni pilt leggeri (non hanno
propriamente massa nulla perché i quarks non hanno massa nulla; il termine di massa dei quarks rompe
esplicitamente la simmetria e corregge le masse previste per i bosoni di Goldstone a 140 MeV; si dice
che 7%, 70 sono pseudobosoni di Goldstone).

Nel caso L = 3 abbiamo otto bosoni di Goldstone con J¥ = 0, cio¢ 'ottetto dei mesoni pseudo-scalari
K‘,fO,KO,K"',W_,WO,W"',n.

15.1 Parametro d’ordine per la QCD

Scegliamo come operatori interpolanti pseudoscalari 1y57,1(0). Si ha

[Q?(O)’J'YSTM/}(O)] = _E{Taa Tb}w(07 0) = _%51117@1/)(07 0) - dabc@Tcw(O’ O) (156)
da cui 1
(Q]1Q4(0), Y75 Ty(0,0)]|2) = — 7 9ab(Q[1(0, 0)[€2) (15.7)

In quanto (Q[¢T1(0,0)|Q2) = 0 per Vinvarianza di |2) sotto il sottogruppo di simmetria residuo SU(L)y .
Nota. Siano A, B € {1,..., L} due indici di flavor. Definiamo Cpa = (Q|4¢5|Q). SU(L)y ¢ esatta,
quindi & implementata da un operatore unitario U tale che U|Q2) = |Q2). Allora
— — —
Cpa = (U 495|Q) = (U, UUTYRU|Q) = (Qf 495(2)

= (V4 VEp¥p|Q) = Vep Qe QVE ,

= VBcCDcVCTVA = (VCVT)BA
Quindi C = VCVT, cioe [C, V] = 0 per ogni V. C commuta con tutti gli elementi di una rappresentazione

irriducibile di SU(L)y, per il lemma si Schur di conseguenza C' = aly,« . Possiamo scrivere

1 L

Cpa=aban,  a=1 S (OQF.bal0) = TOfF00)
A=1

e pertanto
(QUIPT|Q) = (A A(T) apYB|?) = (T.) aApCpa = adap(Te) ap = a ttT. = 0

In definitiva, il paramentro d’ordine della QCD e

(QU[Q2(0), TrsTo(0,0)]12) = — 8.0 (LF0(0, 0)) (153)
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e prende il nome di condensato chirale. Si ha che (Q[1)(0,0)|Q) # 0, quindi la simmetria chirale &
spontaneamente rotta. Con gli stessi passaggi adattati si dimostra che anche la U(1) 4 & rotta (ma non si
sa in quale modo). Misurando il condensato chirale in funzione della temperatura, si trova che esiste una
certa temperatura di soglia T, tale che per T > T, la simmetria chirale & restaurata, i.e. ()¢)) = 0. La
temperatura di soglia & T, ~ 150 = 170 MeV = 2 x 10'2 K. Inoltre, per T > T,, la tensione di stringa o
va anch’essa a zero. Si ha in queste condizioni un plasma quark-gluone in cui non c’¢ piu confinamento.

15.2 Modello sigma di Gell-Mann e Levy
Consideriamo la Lagrangiana

Lar = Wy 0 — gop + ight - P57 + Lo (15.9)

dove ¢ = U , T = (mq, T, ) (con m3 = 1), ¢ & un mesone scalare (P = +1) e isoscalare (t =0) e 7
(U
n

+ sono dati da

™ + T2
ot —

V2

sono le matrici di Pauli. Gli adroni 7

7ha JP =07, ¢

L, = %8"03“0 + %aﬁ 20,7 — V(o +7%) (15.10)
Definiamo quindi il campo
Y=ol 4if 7= (_(;jﬂjrl 7(?_*;2) (15.11)
avente le proprieta
2y =2yt = (o2 + 7)1 (15.12)
det¥ = 0% + 7 (15.13)
Unando il campo ¥, possiamo scrivere
Lar = gy 0uh — g Sbr — gUrSTL + Lo
Ly = itr[a“ZT{?ﬂE] -V (;tr[ZTZ]) (15.14)

Questo modello gode di una simmetria chirale G = SU(2) ® SU(2)g:
YL =Y = Vi
Yr — Y = VRYr
Y=Y =V RV
con Vy,, Vi € SU(2). La trasformazione del campo ¥ ¢ lecita in quanto ¥ = Vo2 + 72U, con U € SU(2)
e quindi
S = VXV = Vo2 + 72V UVE = \o? + 72U = \/o? + 72(n)1 + i - 7)
——
€sU(2)

=/

con (nf)? + ()% =1, cioe &' = 0’1 +i7 - T e (0/)2 + (7)? = 0? + 7. Possiamo pertanto scrivere le
correnti conservate: per una trasformazione infinitesima (7, = 7,/2)

Vi ~1+ierT,, Ve ~1+4ie}T,

0 =0 + 0 = i€y T, r + i1 Torhr = i(€” + €5v5)Tat)

ea:6%+€% eaieiielll%
2 > 2
0Y = i€l T,% — iXeRTy = 601 + 47 - 070
50=—€5'7?
0T = —€ENT+ &0
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1. Correnti vettoriali SU(2)y: €} = €}, = €%, €2 = 0.

oy = ieTyrp, dyo =0, dyT=—€AT

V: = E"Y/_LTG,'IJZ) + 6a.bcTrba,u.’]rc (1515)
2. Correnti assiali SU(2)a: €} = —€}, =€2,e* =0.
Sa = i€l ), 640 = —& T, O0AT = &0
AZ = E%%Tﬂﬁ - (a/ﬂra)a + (a;to-)ﬂ-a (15'16)

Specifichiamo adesso la forma del potenziale: prendiamo V' del tipo

A1 N A o 2 e

Lo stato di vuoto della teoria ¢ dato dal minimo del potenziale, cioé ¢ = 0,7 = 0, ed & invariante sotto

g.

1 A
L, = 5(8,“78”0 + 0,7 - 0"7) — Z(A4 +2A%(0? + ) + (0% + 7))
Segue che la realizzazione ¢ alla Wigner-Weyl con m2 = m2 = AA e non c’¢ rottura spontanea di

simmetria. Cambiamo quindi forma del potenziale: prendiamo adesso

AL b2\ LA o

Adesso lo stato di vuoto ¢ dato da o2 + 72 = v?. Senza perdere generalita (¢ sufficiente una ridefinizione

dei campi), possiamo scegliere lo stato |€2) corrispondente a @ = 0,0 = (Q|o|Q2) = v. Ridefniamo o come

o' = o — v, cosi che (Q]c’|Q2) = 0. Sostituendo nella Lagrangiana e sviluppando il potenziale otteniamo

1 A
L, = 5(3#0’8“0/ + 0,7 - oM7) — Z[(U +0')? 4+ 72 —%)?
A /
- Z(v2+2a’v—|—02 + 72 —0?)?

Ao =2 '2\2
- 1(20 v+ +0 )

A / / /
- 1[41)20 24 quo' (0 2+ 72) 4 (0 2+ 72)?

da cui segue che m, = 0 (in quanto non figura il termine quadratico nel campo %) e m,s = 2A\v?. Quindi
71,9, T3 sono i tre bosoni di Goldstone, mentre la parte vettoriale continua ad essere realizzata, cioe

G =SU@2)®SUQ)r —8°H = SU(2)y. Scriviamo adesso le cariche costanti associate alle correnti
conservate

QY (t) = / BrVOxt), QA = / B A0(x, 1)

e calcoliamone i commutatori con i campi:

[Q2(1),0(0)] = [Q4(0),0(0)] = —im,
[Qy (1), 0(0)] = (@} (0),0(0)] =0
[QY (£), m(0)] = [Q4 (0), m(0)] = i€apeme (15.19)

Questi tre commutatori hanno valore d’aspettazione nullo sul vuoto. Invece il commutatore

Q2 (), m(0)] = [Q2 (0), my(0)] = bapr (15.20)
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ha valore d’aspettazione (Q|[Q2(t), 7(0)]|2) = i045(Qc|Q) = id5v # 0, quindi siamo nella situazione
di applicabilita del teorema di Goldstone.
Osservazione. Se nella corrente assiale (quella rotta) sostituiamo o — ¢’ + v, si ha

A% =y, 5Tt — (0uma) 0’ + (8,0 )T — 00T, (15.21)

La presenza del termine —vd,m,, lineare nei campi 7, (gli altri termini sono bilineari in 7, ¢’) & segnale
di rottura di simmetria. Calcoliamo quindi ’elemento di matrice

(A (2)|m(p)) = —v{(QDuma(@)|m(P)) = —00u (e ma (0)e™ " |m (p))
= —0dy, (e P (Qfma(0)|m(p))) = ivpue™ " (Qfma(0)|m(P))
Sab
= ivpue_iméab
Inoltre si ha
(Q[0" Af, () |7 (p)) = vp’e™ P80y
Ma Aj, ¢ conservata, quindi vp? = 0. Se v # 0, allora p?> = 0, cioe¢ il pione & proprio un bosone di

Goldstone.

Ricordiamo adesso che (Q[A#(0)|7~(p)) = ifzp", dove fr ~ 130 MeV ¢ la costante di decadimento
del pione e A* = 1), v*y51)4 & la parte assiale della parte adronica della corrente elettrodebole,

— 0 1 — Ty + 1T — — .
A =7y (0 0) Yig) = ()17’ - 5 271’(q) = PV VTt + i)V Tathq) = Al +iAh
(15.22)
e Im(p))  ilma(p))
+ _m(p T2 (P
|7 (p)) 7
mettendo insieme i vari pezzi, otteniamo
_ . [m1(p)) — ilm2(p))
(QA"(0)|7~ (p)) = (2|(A%(0) + iA5(0)] = 7 :
= V2ivp" = ifop”
da cui v = f;/v/2. Per convenienza si pone Fy = f,/+/2, per cui v = F, ~ 92 MeV. Infine
(A} (0)|my(p)) = 10abFrpp (15.23)

. N.L. L .
Osservazione. dam, = €50 = €54(0" +v) = €50 + €50 = 551 )7rb + 554 )7rb. Il termine €5 v porta

alla non-linearita della trasformazione.

Nella Lagrangiana di Gell-Mann e Levy non abbiamo inserito temrini di massa, cioé abbiamo supposto
i nucleoni non massivi,

Lo = Wy b — gopnp +igT - pysTY + Lo
Dopo la ropttura spontanea di simmetria (¢ — ¢’ 4+ v), spunta un termine di massa:
['GL = Z@W”@ﬂﬁ - gv%ﬁ - 90@1? + e
Otteniamo cosi la relazione di Goldberger-Treiman:
gv = gannNFr = My (15.24)
Nota.
— O (NL) . T o
o —Mba(Prp) +igdy 7 pysTY =0
o —g0a(0" DY) +igd T YT + igF - 54 (PrsT) = 0

Il termine non lineare fa si che la variazione del termine di massa si cancelli con la parte non lineare della
variazione del campo 7, cosi che L rimanga invariante.
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15.3 Decomposizione polare e modello sigma non lineare

—

Prendiamo un campo reale S(z) e una terna di campi reali ¢(x). Decomponiamo quindi il campo ¥(z)
come

Y(x)=(v+ S(m))U(d_)’(x)), U(g(ac)) = exp (ZFU (b) (15.25)
da confrontare con
Y(z) =o(x)l +i7-7(z) = (v+0'(2))1 +i7 - T(x) (15.26)

Si ha innanzitutto '
vy =2nt =02+ 7)1 = (v+ 94

cioe (v+ 9)% = 02 + 72 e da questa relazione possiamo ricavare S al primo ordine:
S=Vo2+m—v=/(0/+v)?2+72 -0
207 72 =2
_, Wl 2 @R
v

02

~ v [1 + % —1+ 0((0’)2,7?2)]

=o' +0((c")?,7) (15.27)

-,

Inoltre, al primo ordine U(¢) ~ 1 + i7 - 5/11, da cui segue

—

o(x) = 7(x) + O((o)?, 7%) (15.28)

Possiamo anche usare la relazione

T/ — cos <|¢_§> 1+ ZF—_,(; sin (M)
v [ v

c=v+0 =(v+5)cos <|¢>

v
T = (E@ —I:,S) sin (M)'>
[ v

Vediamo quindi come diventa la trasformazione di simmetria in termini dei nuovi campi. Sotto trasfor-
mazioni di G, ¥ — ¥/ = VLEV;, che si traduce in

S—8 =5
U—U =V,UV}

ottenendo

(15.29)

cioe il campo S ¢ invariante mentre i campi ¢ trasformano in modo in generale non lineare.
Per trasformazione vettoriale V;, = Vg = V la trasformazione di U ¢ lineare, infatti

V7 VT

U = VUV = Vel™9/vyT — exp |i

v

7od

(%

=exp |¢

], ¢ =Vevt

Per trasformazione assiale Vi, = VIS = A infinitesima, si ha

U’AUA~<1+wm2ﬁ-~>(1+i??l%~>(1+whg+~u)

1
:H%%H%Tﬁm
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da confrontare con U’ = 1 + ir,¢!, /v. Vediamo quindi che per trasformazione assiale ¢ trasforma in
maniera non lineare

Ol = o + wav (15.30)
Riscriviamo quindi £, in termini di S e 5:
v? 5\° ; 1 - 5 A
L, — vy 1+ > tr[0,UT0"U| + 5(@58“5 —2M0°5%) — AvS°® — ZS

Infatti, 9% = (9" S)U + (v+S)0*U e 9,51 = (9,9)UT + (v+5)9,UT. Sviluppando il prodotto, i termini
misti sono nulli: (9*S(v + 9)tr[UI,UT + (0,U)UT] = (- )tx[9,(UUT)] = (---)tr[0,1] = 0 e similmente
per l'altro termine misto. Rimaniamo quindi con

itr[a#zfauz] _ %ausaﬂs + i(v + §)2tl0,Ut0r )

Dallo sviluppo del potenziale

V= 2[02 + 72— = % (v+9)? —02)2

= 2(21}5’ + 5872 = M?5% + \S? + 25’4

Adesso nella Lagrangiana i campi scalari e pseudoscalari sono disaccoppiati. Possiamo estremizzare la
situazione con il limite A — oo, che corrisponde a m% = 2\v? — oo, ciot S — 0, che disaccoppia
totalmente il campo scalare. In questo limite troviamo il modello sigma non lineare:

2
Lo(S —0) = ”Ztr[a#UaﬂUT] (15.31)

che descrive solo i bosoni di Goldstone a energie piu basse della massa del campo scalare.

15.4 Lagrangiana chirale efficace

Vogliamo adesso costruire una teoria effettiva che abbia come gradi di liberta i bosoni di Goldstone che
vengono dalla rottura spontanea della simmetria chirale (che chiameremo per semplicita pioni) tale che
preservi tutte le simmetrie della teoria fondamentale.

Variabili di campo di L.5: BOSONI DI GOLDSTONE.
Sia G il gruppo di simmetria chirale e g un suo elemento. Se 7 ¢ la variabile di campo del pione, allora
la legge di trasformazione sotto g € G sard data da @ = f(g,7) e non & lineare. Affinché si abbia una
rappresentazione del gruppo chirale deve essere

f(gh f(g277?)) = f(glgzﬂ_f)

Nota. Se abbiamo rottura spontanea G — H, con
H={heG]|f(h,0) =0}

sottogruppo di G, cioe f(hihg,0) = f(hy,f(he,0)) = f(h1,0) =0, Vhy,hy € H, hihy € H. Adesso, siano
g € G,h € H, allora

f(gh,0) = f(g,£(h,0)) = f(g,0)
Per ogni g € G e h € H. Abbiamo quindi una relazione di equivalenza:

/

g~g = 3h € H tale che ¢’ = gh (15.32)
con f(g,0) =f(¢’,0).
Definiamo a questo punto 7@ = f(a, 0). Nel nostro caso G = SU(L)r, ® SU(L)r, H = SU(L)v, quindi
9=V1 ® Vr=nh,h € SU(L)y, infatti

~ ~1~ ~ 1

5:VLVR VR ®VEg= (&LﬁR ®1) (‘71?, ® ‘71?,)

n heH
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cioe
~ 1
n=ViVp ®1=U®1
h :‘7R ® ‘735 VeV

Legge di trasformazione.

~! ~
9 =g9= VLo Vr)(UVQV)=V,UV® VRV =V, UVIVRV @ VgV
= VLUV @1)(VRV @ VRV) = ' (VRV ® ViV)

conn' =U'®1elU = VLUVIL. Scegliamo per U le coordinate canoniche:
4 N2-1
U=¢e"“", 7= Z TaTa, (7o) = 20ap (15.33)
a=1
Sotto G = SU (L) ® SU(L)g quindi U — U’ = VLUV,
Sviluppo a basse energie (i.e. fino all’'ordine O(p?)).

Lo = fo(U) + fo(U) x 8,U x o*U + O(p*) (15.34)

Non abbiamo termini con una sola derivata in quanto romperebbero I'invarianza di Lorentz. Imponiamo
adesso che L.g sia invariante sotto G : U — U’ = VL .U Vll;: abbiamo che fo(U) deve dipendere solo da
tr(UUT), ma UUT = 1, quindi fo(U) & una costante che possiamo omettere. Definiamo adesso

A, = —iUT9,U (15.35)
Si ha che 'operatore A, ¢ hermitiano, AL = A, e, sotto I'azione del gruppo chirale G:

A = A = —iU0,U" = —iVRUV[ VL8, UV = VR(—iUT9,U) V) = VaA LV (15.36)

cioe A, e invariante per SU(L),. Possiamo scrivere la combinazione fo(U) x 9,U x 0HU :]N"Q (U)xA,x

Ar. Sotto trasformazione SU(L), U — U’ = VL,U(Vr = 1), allora f, (U) deve essere costante in quanto
il prodotto A, x A* ¢ invariante. La particolare combinazione di A, e A* si ottiene dall’imposizione
dell’invarianza sotto il gruppo di simmetria chirale completo. Abbiamo due possibili candidati:

tr[AL AN, tr[ALJtr[AF]
ma tr[A,] = 0. Infatti, se usiamo la relazione
1
9, eM = / ds e*M9, Mel—M (15.37)
0
abbiamo che (U = eM)
1
tr[U10,U] = trfe™™9,eM] = tr [e_M/O ds e*M 9, Me1=9M
1
= / ds tr[0,M] = 0 trM =0
0
in quanto U € SU(L).

Nota. Se U ¢ SU(L), allora trA,, # 0 e quindi dobbiamo tenere entrambi i termini.
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In conclusione, all’ordine O(p?) si ha
L = gtr[A, A" = gtr[9,U0UT], U =T (15.38)

con g, « costanti da determinare. Abbiamo dunque bisogno di due condizioni per fissarle. La prima viene
immediatamente dalla corretta normalizzazione del termine cinetico del 7. Sviluppando la Lagrangiana
in potenze dei campi 7:

U=¢e"~1+iamr+---

o U ~iad,m+ -+, 0, U" ~ —iad,m + - --
da cui
ng) ~ gaztr[ﬁua“ﬂ = ga28u7ra3“7rbtr[7'a7'b] = 2ga23u7ra8“7ra
dove abbiamo utilizzato la condizione di normalizzazione tr[r,7,] = 20,5. Abbiamo di conseguenza la
prima condizione per le costanti g, a:
290’ = % (15.39)

Per ricavare la seconda condizione, scriviamo le correnti di Noether vettoriali V* ed assiali A%:

VI = igtr(r,[0"U, UT])
At = igtr(1,{0"U, U} ~ igtr(r,{iad,m, 1})
= —2gatr (1,0, M) = —2g0 - 20450,

= —4gad, T, X —Fr 0,7,

da cui otteniamo
dga = F (15.40)

Risolvendo le due relazioni trovate per g e « si trova

1
o= 7
F. F?
g= = (15.41)
Quindi U = '™/ F~ ¢
£2 — e 9,U Ut 15.42
eff — T Y[ 1% ] ( . )
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16 Rottura esplicita della simmetria chirale

Aggiungiamo adesso alla Lagrangiana della QCD nel limite chirale un termine di massa

Lqcp = llg‘éﬁo) + 55883 (16.1)
dove u B - -
SLOG = My =~ Mg — bpMyp, M = diag(ma,...,myz) (16.2)

Questo termine non ¢ invariante sotto G = SU(L), ® SU(L) g, per6 possiamo renderlo tale rimpiazzando
formalmente M — M, dove M & un arbitraria matrice complessa:

558(4:%3 - 558\(/:1%) = —thpMipp — p Mg

Questo termine ¢ invariante sotto G se M — M’ = VRMVLT . Trasportiamo quindi questa proprieta alla
Lagrangiana chirale efficace: cerchiamo un termine di rottura esplicita 65&}4) invariante sotto G : U —
U = VLUVJ]; se M - M = VRMVLT. All’ordine piu basso (i.e. lineare in M e senza derivate) si trova

5L = F(U) x M = 1%2 {Btr[MU] + B*tr[MUT]} (16.3)

Reinseriamo la M fisica: P2
5Ll = - {Bur[MU] + B u[MUT]} (16.4)

Imponendo l'invarianza sotto parita:
m(z) L —x(@) =  U) = Ul@R)
si ottiene la condizione B* = B, da cui
F2
M x
5Ll = S BulM(U +U) (16.5)

In definitiva, la Lagrangiana chirale efficace con il termine di rottura esplicita ¢ data da

2
£ - % (4]0, U0" U] + 2B [M(U + U]} (16.6)

16.1 Caso L =2

Se consideriamo solo i primi due quarks leggeri, 'up e il down, abbiamo

3

Y 0 _ i/ Fn _

M = < 0 md> , U=e , T = Zlmﬂ'a (16.7)
o

Per SU(2) possiamo usare la parametrizzazione

i i (i
U=¢e?7/2 = cos <|2> Loxo + Z|T - T'sin <|2|> (16.8)

0 T 2
U'4’U]L = 2cos <|2> 12><2 = 2cos <|F‘J> 12><2 :212><2 |:1 2F‘£+:|

da cui

Quindi
1 —2
oLty = §F53tr[M(U + U] = F2Btr(M) <1 - 4. >

1
= F2B(my + mq) — = B(my + mg)7>

5 (16.9)
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Abbiamo ottenuto cosi un termine di massa per i pioni, con M2 = B(m,, + mg).

Scriviamo adesso 1’espressione del condensato chirale:

_ _0Lacp o OLes
(0T 0410) = - @520} £~ )
Siha Olei 1,5, 0 1
eff I N 2 t
amf 2F”B3mftr[M(U+ Uumn)] 2F7FB(U—|—U Vif

(16.10)

Inoltre (QU|Q) = (QUT|Q) = 1 (non ci sono =), pertanto otteniamo che la costante B & legata al

condensato chirale, che all’ordine pit1 basso non dipende dal flavor:

(QUprlQ) = —F;B

(16.11)

Inserendo l’espressione per la massa quadra del pione, otteniamo la relazione di Gell-Mann, Oakes,

Reénner:

(m +ma)( Qe 9y |Q) = —FZ M

16.2 Diffusione pione-pione

(16.12)

Sviluppando la Lagrangiana chirale efficace all’ordine O(7*) ricaviamo i termini di interazione tra i pioni.

Per L generico

2

T T i
14— — — — 4.
U +ZF7\' Y 6F7§7T +
1 1 i

2
Ex o, 000Ut = %aﬂaaﬂwa + L {0, 70, 7))

4 A8F2

1 1
- 58;17[-(18#77@ - @f@befcde(auﬂ-a)ﬂ-b(auﬂ-c)ﬂ-d

Per L = 25 fabc = €abc € €abe€ede = deltaac(sbd - 6ad5b67 da cui

(2)N2214412421
Log ~ FIM: + 5(%71’ oM — §MW7T + GF?

In questa situazione, ’ampiezza di diffusione 74 + 71 — m¢ + 7p ¢ data da

1

M ynpsrorn = = [0aB0cp(s — M2) + 0acpp(t — M2) + dapdpc(u— M?2)]

2

dove s,t,u sono le variabili di Mandelstam
s = (pa+pp)* = (pc + pp)*
t=(pa—pc)® = (pp —pp)*
u=(pa—pp)* = (pB —pc)?
s+t+u=4M?

In termini delle componenti cariche |7%) = (|71) 4 4|m))/V2, |1°) = |73),

s+t4+u—3M2 M

.M 0.0 0,0 — - =
ToTY —TmTE T F,,% F,,%
t— M2

Mw*w“—ﬂr*w“ = 2 =

M t+u—2M2 2M2—s
tat xtat = =
TraoT—rTT FTg FE
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[(aﬂw)ﬂz + (0, m)m + 72 (O)]

(16.13)

(16.14)

(16.15)



La Lagrangiana chirale efficace puo essere scritta nel caso L = 2 anche in coordinate stereografiche:

1 = Q2 1 M2 =2
c@_1 om0 1 M. (16.16)
o2 7 2(14 =
(1) i
16.3 Caso L =3
Se consideriamo anche il quark strange, avremo
may, 0 0 ) - 7T2 8
M=[0 mg 0], U:e”/szl—&-iF—ﬂ—ﬁ+~-, = Tada (16.17)
0 0 Mg ™ a=1
Inoltre U + Ut ~2-1 —72/F2 4 - ... Sviluppando all’'ordine O(7?) otteniamo
1 1
sCihD — S F2BulM(U + U] = FZBtr(M) — 5 Bu[Mn®] + - -
1
= F?B(my +mq +my) — §Btr[M)\a)\b]7ra7rb
1
= F2B(my +mq +my) — iBtr [M{Aa, Ao} Tams (16.18)
quindi
1 1
£2) = F2B(m, + mq + my) + 50umad" w0 — 3 Btr [M{ A, Mo} mamy (16.19)

Usiamo adesso le relazioni (ricordando che M & diagonale sard combinazione dei generatori lineari e
dell’identita)

4
{)‘av /\b} = g(sabl + 2dabc)\c (1620)
M = agl 4+ agA3 + aglg (16.21)

1
g = g(mu +mg + ms)

1
a3 = §(mu — mq)

3
ag = %(mu + mg — 2my) (16.22)

La matrice di massa quadra ¢ data da
M2

a

— %Btr M {2, Mo} (16.23)

e si trova che i generatori 7y, mo, T4, 75, Te, T7 sono gia diagonali, con masse quadre date da

M2 , =2Bm= M2
2 2
Mz, = B(my +mg) = M.

M2 = B(ma+m;) = M;

2 o 0 (16.24)

dove 17 = (my + ma +my)/2 e 75, K*, KO, &K' sono gli stati fisici, legati ai generatori da

4+ T Fimg

T2

Ty F 5

Kf=21_2>
V2

KO _ T —i7T7

V2

-0 T + imy

V2

83



mentre 73, g non sono diagonali, ma ”"mescolano” con

1
2B —=B(my —ma)
M(2773,7r8) = 1 V3 (16.25)
—=B(my —mq)  2B(i+ 2my)

V3

Il termine fuori diagonale rappresenta una violazione forte della simmetria SU(2) di isospin. Diagona-
lizzando questa matrice si trovano gli stati fisici 7°, °:

7\ [ cosf sinf\ (3
<770> - (— sin 6 cosﬂ) (71'8) (16.26)

dove @ ¢ 'angolo di mixing, definito da

V3ma —my

tanf =
4 mg—m

<1 (16.27)

Nel limite ¢ < 1:
M2, = 2B — ¢ + O(€?)
M7y = 2B(ri + 2my) + € + O(€?)

B (my, —mg)?
_B 16.28
¢ 4 mg—m ( )

16.4 Correzioni elettromagnetiche alle masse

Teorema 7 (Dashen).

AHp = /d3a: le|JX A, (16.29)
con
2 0 o
_ Yu 3
JE =9 QY, Y= {va|, @=1]0 -3 0
v 0 0o -1
3

Calcoliamo adesso i commutatori (allo stesso tempo):

Q4 Thnle = 97" [T, QI
Q2 )t = vy [T, QY (16.30)

Ricordando che Q = T3 + % =T34+ % otteniamo

Q. T3] = [Q, T3] = [Q,Us] =0 (16.31)

dove Uy = Tg£iT7, Uz = %(%Y—T;;) = %(\/ng—TgL mentre Vi = Ty +iT5, V3 = %(\/ng +7T3). Allora

@ commuta con tutto 'U-spin, mentre i generatori del V-spin (tranne V3) sono rotti. Concludiamo che

linterazione elettromagnetica rompe la simmetria chirale e rimane una simmetria residua generata dal

sottogruppo di U-spin.

AH,., ¢ invariante sotto G= S’U(Z)(Ufspin) ® S’U(L)(Ufspin) ® U(l)(v3) ® U(l)(VS) e anche Hiyoy =
em L R L R o

Hg\égo) + AH,,,. Ripetendo il discorso fatto per la simmetria chirale, troviamo che abbiamo rottura

spontanea G— H= SU(Q)SFSPM) ® U(l)g/vg).
Quattro generatori assiali rotti corrispondono a quattro bosoni di Goldstone dati dai mesoni scarichi,
che rimangono a massa zero nel limite chirale:

—0 .
(’/TO7K07K ano) — (Q?,Q‘é izQ?aQ?)
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mentre [Q,Ty] = +T4, [Q, V] = £V, ciog i mesoni carichi acquistano massa. La correzione in massa
(U—spin)

sard uguale per i doppietti di U-spin (7 +, K*) e (7, K ), in virth della simmetria residua SU(2);,

che rimane esatta nel limite chirale:
[QX + ZQ;/v ng] =0 = [Qé/ + 'LQ‘?/v AHem] =0 = [QX + ZQ¥7 Htot] =0
Dato che
KT = (QF +1iQY)|=™)

si ha
Hiot|KT) = (Q¢ +iQF ) Hiot[) = AMep () (QF +iQ7)|7) = AMem (7| KT)

Adesso possiamo correggere le masse dei mesoni carichi aggiundendo lo stesso termine costante:
M2, = B(m, +mg) + AM?,
MZ%: = B(my +ms) + AMZ,
Mfrg = B(my +mg) — €

MIQ@KO = B(mg + my)
B
M7 = 3 (M +ma +4m) + ¢ (16.32)

da queste relazioni, usando i dati sperimentali per le masse degli adroni, possiamo determinare i rapporti
tra le masse dei quarks:

1
M3 — M2 = B(ms —mg) Bmg = §(MI2(0EO + Mz — M2
2 L 2 2
MKO,?[) :B(md+mg) Bmd: §(MK0,?0 *MK:E +Mﬂi)
da cui
s 90.18 (16.33)
Mmq
usando i dati sperimentali Mz~ ~ 139.57 MeV, Mo ~ 134.98 MeV, M+ ~ 493.68 MeV, M, o =

497.61 MeV, M,0 ~ 547.85 MeV. Se trascuriamo e, si trova M?%, = B(m, + mg), da cui Bm, =

M?,—Bmyg. Usando quanto trovato precedentemente, si ottiene Bm,, ~ M?Z,— (M?{0 70 M3z, —|—M72ri )/2
da cui ricaviamo
Mu 056 I ~0.028 (16.34)
mgq mg

Inoltre 3M$" = B(my +mg + 4dmyg) = Mio +4Bmg = M?ro + 2(M12<(J + ME@ — Mii), da cui si ottiene

3Mjo +2M72Ze — M7 = 2(M7+ + Mf(ofo)

Relazione di Gell-Mann e Okubo (16.35)
Da questa relazione possiamo estrarre una previsione della massa dell’n?, MéS'M'O) ~ 566 MeV da
confrontare con il valore sperimentale M,o ~ 547.85 MeV. La discrepanza ¢ dovuta al mescolamento tra
ottetto e singoletto (M, ~ 957.78 MeV).

Possiamo quindi calcolare i valori delle correzioni elettromagnetiche e di violazione dell’isospin:

AM?, = M?*. — Bm,, — Bmg ~ 1242 MeV?

_ 2
e_BM%QQMeVQ

4 mg—m
Dunque si ha ¢ < AM2, e quindi abbiamo una giustificazione a posteriori per averlo trascurato. Co-
me conseguenza, la differenza tra le masse dei pioni carichi e quello scarico ¢ interamente dovuta alla
correzione elettromagnetica, Mii — Mﬁo = AM? + e~ AM? 5 mentre per i mesoni K:

em?

M2, o0 — Mis = B(ma —my) — AMZ,, >0 = B(mg —my) > AM?,
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da cui

B(mg —my,) AM?
M, o = - em___ _ (52— 1.3) MeV 16.36
KOK = My o0+ Mgs Mg 7o + My ( ) Me (16.36)

cioe vince il termine forte su quello elettromagnetico.
Se invece non avessimo considerato la correzione elettromagnetica, avremmo trovato B m,= Mﬁi —

Bmg = Mg+ —Bmg = 7789 MeV?, con Bmg, Bm, uguali a prima in quanto indipendenti dalla correzione
elettromagnetica. Questo valore porta ad un valore teorico per la massa del pione scarico

~ 1/2 ~ 1/2
N W —mg)? 1 (B m, —Bmy)?
M o= (Mgi - BW) — (1\/[2i _ (mmd)> ~ 13051 MeV  (16.37)

ms— m

4 Bm.-Bm

che & sostanzialmente errato.

Per determinare le masse dei singoli quarks abbiamo bisogno di un input che non ci viene fornito dalla
QCD. I metodi per determinarle non sono altamente rigorosi. Consideriamo per esempio nell’ottetto dei
mesoni vettoriali J© = 17 i due mesoni K*T(us), p™ (ud), con Mg.+ ~ 892 MeV,M,+ ~ 770 MeV e
proviamo a dire che Mg++ — M+ ~ mg — my, cio¢ che possiamo scrivere

M, = Még) + my +mg
MK** :MI((Oer +mu+m5

con M I(?*) L= M’EOJ (valori delle masse nel limite chirale). Si ha allora
122 M 122 MeV 122 MeV
o me  122MeV o © °Y ~128 MeV (16.38)

L Md T 10,05

ms

ms  ms(MeV)

e di conseguenza

My, = UL ms ~ 3.6 MeV
ms
mg = 2.~ 6.4 MeV

S

Queste stime sono molto grossolane, pero, nonostante tutto, sull’ordine di grandezza ci abbiamo preso.
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17 Simmetria U(1)4

Questa simmetria non e realizzata alla Wigner-Weyl, per lo stesso motivo della SU(L)4. Possiamo
azzardare come prima ipotesi che la U(1) 4 sia rotta spontaneamente alla Goldstone. Esistera pertanto
un bosone di Goldstone con gli stessi numeri quantici di Q5€2), che & un singoletto mesonico. Il candidato
nello spettro & 1'n/

Estendiamo innanzitutto i gradi di liberta della teoria efficace per includere anche il singoletto:

= exp < Zwa a) € SU(3) — U= UeSM/Fr ¢ U(3) (17.1)

con \g = cost x 1. Determiniamo la costante tramite la condizione di normalizzazione tr(A\3) = 2,

ottenendo cost = 1/2/3, quindi
(i)

A priori, la costante di decadimento potrebbe essere diversa, scriviamo allora Fy = Fj;/\:

U= exp [Fﬂ <Z7ra)\ —i—)\S\[ N (17.2)

a=1

= exp

Con questa, scriviamo la pilt generale Lagrangiana efficace (sensata):

~ NT ~
A, =—iUU —A=—iU 0, U
~t ~

Adesso, abbiamo sempre A,=A, A# invariante sotto Vi, ma non e piu a traccia nulla: tr A#oc 0uS.

Allora ot

~ o~ ~ ~ 1
ﬁ(? = Iitr [A#A ] + Ltr[ALJtr[A ]+ Igtr[M(U +U )]

con I3 = F2B/2 (termine di rottura esplicita). Dalle normalizzazioni dei termini cinetici dell’ottetto e
del singoletto determiniamo I, Is:

F2

L = f
F2 _ F2

]“2 — S s

12
Pertanto la Lagrangiana
@ _ 1y goug, I7 ~ o it ~ ot
Ly = 5@58 S+ T‘mr 0, U0 U +2BM(U +U ) (17.3)

¢ invariante sotto ’azione del gruppo

~ ~ o~ o~ ~T

G=SU(3), @ SUB) @ U()a :U—U =V UV g
con 17L,17R€ U(3) date da
‘7L: eiaVL, ‘71:{: e_iaVR, VL, VR S SU(3) (174)

In particolare, sotto G = SU(3)r, ® SU(3)g (ie. « =0), U = U’ = VLUVAS — 8§ = S. Vogliamo
adesso vedere come trasforma S sotto U(1)4 (VL =Vg=1,U - U'=U):

7= UeM/2/35/Fx _ﬂ}’: Q200 [ [ M/2/35/ Fat2ia — 7,iA/2/35' /P
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dal confronto otteniamo S’ = S + aF,v/6, dunque possiamo scrivere
Ula:U—=U =U  S—85=8+aV6S (17.5)
La corrente di Noether associata alla simmetria U(1) 4 ¢ data da
—V6F,0"S (17.6)

e si ha (Q|JL(0)[S(p)) = ivV6Fp™.
Per semplicita, trascuriamo la differenza mg — m,, e tutti i termini non diagonali m37g, 73S in quanto
proporzionali ad essa. L'unica differenza con il caso dei mesoni J = 0~ & che 7g e S mescolano con

2B+ omy) A2 B0h—my)
Mry,s) = S\f 5 (17.7)
—B(m ms) )\2§B(2m+ms)

1. Se A =1, allora gli autovalori della matrice saranno

M7 \—yy = 2B = M2
M}QL()\zl) = 2Bms = Mfz(j: + MI2(07?0 — Mzi (178)

T

mentre gli autostati saranno

2
E(/\ 1) = f7T8+ =S

2
ho= = —\/37ms + —= (17.9)

\[
Ricordando che

1 — 1 _
my ~ — (uu + dd — 2s5), S~ —(uu+dd+ ss
0 \/6( ) \/g( )

inserendo in h, ¢ troviamo

1
Cin=1) ~ ﬁ(uu + dd)

h()\zl) ~ §§

Questi isosingoletti non sono mai stati osservati. Gli isosingoletti reali sono 7,1, My, My > Mo,
quindi siamo fuori.

2. Limite di Weinberg (A # 1, A > 0).
Diagonalizzando M%ﬂg g) I questo caso si ha che la massa dell’autostato piu leggero |¢) & limitata
superiormente da

Bri
M2 < OB g — g2, (17.10)
2m + mg
Si ottiene cosi il limite di Weinberg (1975):
My < V/3Myo (17.11)

Sperimentalmente, questo limite non & verificato (M, M, > V3M0). Concludiamo quindi che
la simmetria U(1)a non puo essere rotta spontaneamente alla Goldstone a causa di un’anomalia
quantistica ('t Hooft, 1976).
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18 Simmetrie anomale e non anomale

Consideriamo il gruppo di simmetria G : ¢; — ¢; = ¢; + ¢ = ¢; + wWaa i, con w, parametri continui.
La corrente associata alla simmetria e data dall’espressione

B oL
J(l; = 7; 8(8H¢z) 5a¢1’

A livello classico abbiamo due casi:

1. Se G: L — L' =L, allora 9, J¢ = 0.

2.8e G: L= L =L+ 0L con 0L = wed,L, allora 9, J = —6,L.
Dimostrazione.

Dalle equazioni di Eulero-Lagrange

oL oL

Oy=—i— — = 18.1
“ 0.6 9, (s
Scriviamo dalla definizione la quadridivergenza della corrente:
oL oL
H— = ) )
W= 2 (a5, 05+ ity 000

oL oL
=— —000i + =—=—04(0u0; ] = —0,L 18.2
;[(%i 6+ 555702010 (182)
O

Nota.

0u(063) = 0u(; — 63) = 0} — Oud = 6(0ui) = waba (O 1)
= 0,(Waba®i) = WaOpu(0a0i)

da cui segue 9,,(640;) = 04 (0,0:)-

A livello quantistico, usiamo il path integral:

2= [lages, o= [ ate £(6.00)
Consideriamo una versione localizzata della simmetria G,

Goe) : ¢i(z) = ¢i(x) = ¢i(x) + f*(x)0agi(x) (18.3)

con i d,¢;(x) uguali al caso globale. Le f%(x) sono funzioni infinitesime, arbitrarie, ma tali che f*(z —
00) — 0 sufficientemente rapidamente (vedremo dopo quanto). Usando queste proprieta delle f¢ si trova

che
Z = / [dep]e’S19) = / [d¢']e?S1¢'] (18.4)
L’uguaglianza deriva dal cambio di variabili, e non da simmetrie. In generale per trasformazioni globali
si ha [d¢'] = [d¢], ma per trasformazioni chirali di campi fermionici (e.g. proprio la U(1)4 per i campi
dei quarks) [d¢'] # [do].
Nel caso in cui _
[d¢] = e [dg] (18.5)
dove A[f] ¢ detta anomalia:
Alf) = [t 5o(a) Aula) (18.6)
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si trova che

OuJt = —6,L — A, (18.7)
Per vederlo, sviluppiamo la funzione di partizione Z[¢'] = Z[¢ + d¢]. In particolare, per I'azione,
S[¢'] = S[¢ + f*0a9] =~ S[P] + 05, con
oL
58S = S[¢ d'z oL = [ d'z) [5 i+ = 0(0 }
_ / d4xz {5@ gb)au(dgbi)]
oL
-/ DY 2 @600+ s 0015
. 0(0u¢:)

-/ mg{[ 5+ (000 1)+ 58001}
_ / e [f2(2)0,L — T2, 1% ()

Integrando per parti il secondo addendo troviamo (il termine di bordo ¢ nullo per le proprieta di f):

58 = / A [§uL + 0,74 (2)] £ () (18.8)

Sviluppiamo adesso il funzionale generatore:
zZ - / [dglers1e) = / dg/eiS19] — / (gl Al iSlol+iss
~ / (] (1 + A[f)) S (1 + i6S) = / (gl (1 + i8S + i ALf])
=Z+ / [dgleSI?1(i5S + i A[f])

da cui

0= / [dg]eis1e] / A [5ul+ 0, + Ad)f* ()

e cioe

D Jt = —6,L — A, (18.9)

Se la G globale & una simmetria, §,£ = 0 e di conseguenza

0, Jt =0 classico

Oy j[j — A, quantistico

18.1 Anomalia abeliana (simmetria chirale & teoria di gauge non chirale)

Trasformazione dei campi fermionici ¥ (z):

¢n(m) — Unm(m)d’m(l')

dove n,m sono indici (collettivi) di specie (flavor+colore+Dirac). Possiamo riscrivere la trasformazione
come

bulz) = / A4y U ()6 (& — 1) (y) = / Ay Usnymtom (9) (18.10)

mentre per 1 abbiamo

D) = D)y U (@)° = / Ay Ty
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dove Uy ym = U (1)1 ]nmd™® (z — y). Vogliamo capire come cambia la misura dell’'integrale [dydy)].

Nota. Se consideriamo N variabili di Grassmann ¢q, ..., ¢y, allora una generica funzione di esse puo
essere sviluppata come

F(@)=fo+ Y fidi+ Y _ fijbidj+ -+ Fxon---

i<j

N

T a0s s0) = s

i=1
Se consideriamo adesso una trasformazione lineare

b= A

J

con A matrice costante N x N e 11, ...,ny variabili di Grassmann, allora

f(¢(m) =---+ En(det A)nn - --m

dove abbiamo tenuto solo I'unico termine rilevante all’integrale. Infatti, usando I’anticommutativita della
variabili di Grassmann si ha

brooon= Y At Avayllar Ty = 3 Aty -+ Aay€aran i -1y = (det Ay -y
a1 an [e5} aN

Dunque
N
J T an s(6(w) = P dec 4
i=1
© N
/Cietfli]:[ldni flo(n) = / d[j:llf(dn)) =Fy = /[d¢] £(o)
da cui
[dn] = [d¢] det A (18.11)
Nel nostro caso
(43 dy’] = (det U det )~ [dpdyf] (18.12)

Abbiamo adesso due casi:

1. Trasformazione non chirale: U(z) = et con t matrice hermitiana negli indici di colore e sapore
e identita negli indici di Dirac. Allora UTU = UU' = 1. Da questo segue che UU = UU = 1, ossia
U & una matrice pseudo-unitaria, e quindi detU detU = det(UU) = 1, cioe per trasformazioni non
chirali non ¢’¢ anomalia, in quanto [d@ldz/;’ | = [depdy).

2. Trasformazione chirale: U(z) = e (@75t con t avente le stesse proprieta del caso precedente. In
questo caso pero U e pseudo-hermitiana, i.e. U = U in quanto

U _ ,YOUT,YO — ,yOe—ia'yg,t,YO — eia'yg,t =U

Allora ,
(A dy)'] = (detU)~?[depdep] (18.13)

Calcoliamo il determinante:

Unpym = U (2)0P (2 — y) = (eia(x)v5t> © 1o,

nm

da cui (possiamo esponenziare I'identita gratuitamente)

U = ez’a’yst ® 1(x) _ eia’yg,t@l(w)
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Quindi

detU = ™Y = exp (trfiayst ® 1(,)]) = exp {z / d*z a(z)6™ (z — x)trp o (Y5t) (18.14)

dove la traccia € estesa agli indici di Dirac (D), di flavor (F), e di colore (C). Adesso

(detU) ™% = exp [—Qi/d%‘ az)oW (z — ac)trD,c’F(fyg)t)} L ¢t J A a(@)A()

da cui otteniamo ’espressione dell’anomalia

A(z) = =2tr(v5t)6@W (z — z)

Questo oggetto € mal definito e occorre pertanto regolarizzarlo.

18.2 Regolarizzazione gauge-invariante dell’anomalia

Riscriviamo ’anomalia come

Alz) = -2 {tr [75tf <]€€>1 oW (x — y)}

con D¥ = OF + igT,A¥(x), M & il cut-off ultravioletto (alla fine manderemo M — o).

arbitraria, in quanto deve soddisfare

. D, !
thlocf<M2> = /(0 =1

lim f(s)=0

S§—00

. / _ . ! _
lim sf"(s) = lim sf'(s) =0

Con questa regolarizzazione, il risultato e finito nel limite M — co:

2

M v 1 p0
A(’I) 1?0 712?6,uupa—F5 Fbp tr[TaTbt]

(18.15)

(18.16)

f & quasi

(18.17)

Un’altra regolarizzazione possibile ¢ il metodo del point-splitting. Ad esempio per la U(1)a, JE =
Y(x)y"v59(x) & mal definita in quanto mal definito il prodotto di operatori locali nello stesso punto.
Allora splittiamo i punti, ma li colleghiamo con un trasporto parallelo per preservare l'invarianza di

gauge: B o
T =YV s Wyeath(@),  Wyey = Pe 0 I Au(2)dz

Dimostrazione. (sketch)
Scriviamo la delta in trasformatas:

Alz) = -2 / (;1:;4 {tr [%tf (1@%)] eik(z_y)}y%

e facciamo agire la derivata covariante

- [ o (5

Eseguiamo uno scaling: k& — k' M e richiamiamo k' = k,

d*k . 2
= —Q/Wtr [’ystf ([lk‘ + lDI/M] )}
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Espandiamo 'argomento di f:

2ikD, D, \?
(if + Dy /M) = —k* + ZM +(> =-k+A

e sviluppiamo f in serie intorno a —k2:
1
JR 4 8) = [ + [ (<F)A + 2 [ () A2 4
Adesso notiamo che i termini in M~ con n > 4 non contribuiscono in quanto per M — oo vanno a zero,
mentre quelli con n < 4 non contribuiscono perché non hanno un numero sufficiente di matrici v per

avere traccia non nulla con 75 (ne servono almeno quattro). Ne segue che 'unico termine che contribuisce
¢ quello in 1/M*; nel limite M — oo allora

4
Aw) = = [ s (At (18.18)

Adesso possiamo calcolare separatamente il contributo dell’integrale e della traccia.

1. Rotazione di Wick.
0 %ikp.a +oo
[t prew) TR [t ) =i [ dike] 20 ke kel
0
“+00 “+o00
= i7r2/ ds sf'’(s) = 7i7r2/ ds f(s)
0 0

= —in*[f(s)]g > = in”

dove abbiamo prima posto |kg|? = s e poi abbiamo usato le ipotesi su f per integrare per parti e
calcolare l'integrale.

2. Traccia. 1 1
2 v v
le = 1 {D57Dw}{7ﬂ”yl’} + 1 [Dg’Dw] h//“,y'/}

Usando le relazioni {~v,,v.} = 2g,.,1, [D¥, D] = igT,F!" troviamo

1

2 2
D, =D
= w—|-4

igTo EL (Vs ] (18.19)

L’unico termine rilevante del quadrato che ha traccia non nulla con 75 € quello contenente due
commutatori, cioe

tr {75 ["Y;ufyuH’Ypa’YO]} = 16i€pypa (1820)
Di conseguenza
Alz) = - i (9 pu o) 16 tr [T, Tyt]
- (271_)4 16 @ b €uvpo alb

— _£’75#VPUF5VF§%[TQTM

dove la traccia € estesa agli indici di flavor e di colore.

Facciamo adesso due esempi.

1. Interazioni forti.
D, =0, +igTo A}, T, € su(N,)
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La traccia residua e nel flavor e nel colore, ma l'interazione forte & diagonale nel flavor, quindi
T, = (Ta)(c) ® Lpy. Invece t = 1) ®t(yp), con iy € {Tl,...,TLz,l,l(f)}, dove i T; sono i
generatori di SU(L). In questo caso troviamo che
2
g v log
A@) = =gz eupe Fa" F7tr(1,0[(Ta) (0 (To) () ® ()]

2

g v po
=~ 1gn2Cnveotd F7tr() [TaTo]tr p) (¢)
7
= —Wew,ng(fDFapatr(f)(t) (18.21)
dove abbiamo usato la normalizzazione standard tr[T,Tp] = d45/2. Adesso, se t € {T1,...,Tr2_1},

allora tr(t) = 0 e quindi non ¢’¢ anomalia, cioe 9, A* = 0 nel limite chirale (AP = E’Y”%T(gﬂiﬁ),
mentre per M # 0, 0, A = i {M, Ta"y.
Se invece t = 1y, cioe stiamo trattando una U(1)4, allora tr(t) = L (numero di flavors) e

2
g v po !
AU(l)A(:c) = —7327_(_2 Lem,ngéL F(f = —2LQ($) (18.22)

dove Q(z) & la densita di carica topologica

2

g v loa
Q(‘T) = 642 epwpaF# Fap (18.23)

che puo essere scritta in vari modi

2

g N o
Q(m) = WEMVpUtT[F'L F{) ]

9’ ~
= 3gpzfa’ Fayuw

g9’ ~
= Wtr[ﬂw Fuul

dove 1;#,,: €uvpoE'P7 /2. Si definisce inoltre la carica topologica g

q= /d4x Q(x) (18.24)

SIEN

A livello quantistico e nel limite chirale la corrente U(1) 4 JL = 1yHy51) non ¢ conservata: Oud,
2LQ(x). Se M # 0 si ha invece 0, J5 = 2ipys M) + 2LQ ().

. Interazioni elettomagnetiche.

2
3 0 0
. 1
D, =0, —ile|QA,, Q=10 ~3 0
1
o 0 —=
3

Possiamo usare la stessa formula di prima per 'anomalia, con gli accorgimenti g — |e|, T, — @ =
l(c) ® Q(f), ottenendo

62

A(z) = _WeuupoFupratr(c)(1>tr(f) [QQt]
Nc€2 v o
- _w?euupoFu F? tr(y) [QQt]
% 0 O
) 1

Q*=10 = o0
) 1
0 0 -
9



Essendo Q? diagonale, sara combinazione lineare di {1, Téf)7 Tg(f)}, mentre ¢t € {Tl(f), e 7Tg(f)7 1p}
Allora
Q] =0  setd {Tgf),Tgf), 1(f)} (18.25)

)

Sono pertanto anomale solo le trasformazioni generate da T3(f ,Téf ), 1(y). Fissiamo per esempio

Lo o
2
t=T1 = 1
0 5 0
0 0 0

Allora ’anomalia sara data da

2 2
(em) _ Nce v o 2 . Nce v p 4 1 1 1
Az (@) = —qgE P [Q7Ts] = =g e FMUET (9 X373
da cui
m NC 2
AF™ (2) = —ﬁeme’”F’” (18.26)
Nel limite chirale allora
M NC€2 Uv mpo
O Ay = WE/WPUF F

18.3 Passaggio da teoria fondamentale a teoria efficace

Nell’espressione

la misura [dU] & una misura invariante, in quanto questa teoria non contiene fermioni (i campi fonda-
mentali sono i bosoni di Goldstone). Vogliamo comunque inserire ’'anomalia quantistica all’interno della
teoria efficace. Ricordiamo che

Zfond = /[d@d¢]eifd4x[£QCD+EOm]

dove la misura fermionica trasforma come
A ay'] = et ' AT O gy
Per riprodurre I’anomalia nella teoria efficace dobbiamo richiedere che, sotto la trasformazione
U—U =AUA,  A=eT(=V, =V}

si abbia 0Leg = oz.Agem). Ma la .Cgf)f) costruita precedentemente ¢ invariante per queste trasformazioni.
Allora ci aggiungiamo un termine AL.g tale che §(ALqg) = oz.A:(,)em), cioe Leg = [:g;f) + ALcg.
Ricordando che se A = e?@eTa allora sotto U — U’ = AUA si ha 7/, = 7, + Fyw, + - e in particolare,
se A =eT5_ cioe w, = ad,s, allora

7y =13 + aFy

7Tll = T

7T; = Mo
e quindi ém3 = aF;. Per implementare I’anomalia nelle teoria efficace € sufficiente scegliere, all’ordine
piu basso nei campi

N, e?
9672 F

e,uupaFHVFPUT% (1827)

AE(()?;&'Y’Y) — %Aéem) _

Possiamo quindi usare questo vertice per calcolare la larghezza di decadimento del processo 0 — 7,
ottenendo

N\* o?M3 N.
P = 7) = (3) 6132 = (3

da confrontare con il valore sperimentale Tz, =~ (1.19 4 0.08) x 1016 571, che implica N, = 3.

2
) x 1.16 x 1016 g1
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19 Esoterismo e pratiche occulte

19.1 Limite di grandi N. (N. — o0)

Lo sviluppo 1/N. permette di estendere la teoria delle perturbazioni a basse scale di energia. Quello
che vogliamo fare praticamente ¢ mandare N, — oo, mantenendo tuttavia Aqcp costante, che implica
mantenere costanti le masse degli adroni (tranne che per casi patologici come i barioni).

1

gr () = — 5\
Byln (")
AQCD

1 [1IN.—2N;
5{)‘(4@2( 3 )

Se Aqcp = costante, allora g% (u) ~ 1/N,, cioe

’g%(u)Nc = costanto‘ (19.1)

Quindi la richiesta & N, — oo con A = g?N, = costante (omettiamo il pedice R).

Esempio 20. -
Consideriamo l'operatore corrente gauge-invariante J(x) = 1 (x)['Y(x), conI' = I'y p @1, e studiamone
la funzione di correlazione a due punti

(JT)(k) = —i / d* ket e (QT{J(x)J(0)}|Q) (19.2)

Vogliamo risommare i diagrammi di Feynman in base alle loro potenze in N.. Dato un generico
diagramma, il suo ordine in N, e dato dalla regola di 't Hooft:

NZ-2H-L (19.3)

dove L ¢ il numero di loop di quark e H & il numero topologico della superficie (H = 0 per la sfera e
H = 1 per il toro). Quindi i loop di quark sopprimono quindi le funzioni di correlazioni di un fattore
1/N,. ciascuno, mentre la topologia sopprime invece di 1/N2. L’ordine leading ¢ dato dai diagrammi con
L=1eH =0, cioe O(N,).

19.2 Problema U(1) nel limite N, — oo (Witten, 1979)

Nel limite chirale M = 0, la quadridivergenza della carica assiale era proporzionale alla densita di carica
topologica:

2
9 vpo a pa
all‘]g = 2LQ(¢)7 Q(.’E) = 6471'2 e F/M/Fpa

Q(z) ~ 1/N,, quindi la speranza & che nel limite N. — oo 'anomalia possa essere trattata come una
piccola perturbazione. Witten propose di considerare la funzione di correlazione a due punti della Q:

() = (QQ)(K) = ~i [ etk (IT{Q@QO)R) (19.9
Si trova in questo caso (gli operatori sono gluonici e non fermionici):
= (g?)2N2-2H-L _ N-2H-L
L’ordine leading & H = L = 0, cioe O(N;0) (contributo di pura gauge). Espandiamo x(k):

x(k) = Ao(k) + A1 (k) + Aa(k) + - - (19.5)
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con Ag(k) = O(N?), Ai(k) = O(N; 1), As(k) = O(N2). Ad A;(k) contribuiscono tutti i diagrammi
planari (H = 0) aventi un solo loop di quark (L = ) e vengono dal contributo di stati intermedi di
singola particella di tipo mesonico, quindi
[(2]Q(0)|n)]?
n (mesoni) n

Quindi

712
x(k) = Ao(k) + Y %

n (mesoni)
Per k — 0, x(0) = x (suscettivita topologica), poniamo Ay(0) = A, allora
2]Q(0)[n)]?

n (mesoni) n

Problema: nel limite chirale si ha x = 0, infatti

W =0) = =i [ ¢HOTIQEROND) = 75 oo, (19.8
dove
z[9] = / [dA][dPde] exp {z / d*z [.cg‘é;“ + GQ(z)]} (19.9)
Allora
5 S|, =i [t [atveimiememi = —i [ a's [aty@irieweon

dove abbiamo usato 'invarianza per traslazioni. Adesso regolarizziamo l'integrale in d*y integrando su
un quadrivolume finito VT

:—WT/*MWHQ@W@MW

Cambiamo adesso variabili mute” di integrazione:
VAR Yo', A d IR Yo%
Yo =€y, p = e’

Allora - _, - _ \
[dpdy] — [d¢'dy’] = [dgdyle/ T Avao@ - A () = —2LQ(x)

e di conseguenza
206) = [aaadavlexn {i [ ate [C45" w74 + 0]}

-/ [dA][dwdw]exp{i [t [£457w. 5. + 6 —Ma)@(x)}}
Z[0 — 2L Yo

cioe Z[0] = Z[0] per ogni ¢, quindi 0Z/90 e x(k = 0) = 0.

Se x(0) = 0 ma Ap(0) = A # 0, allora come possiamo annullare la suscettivita topologica? Dato che
Ap(0) ~ O(N?) e A1(0) ~ O(N 1), non riusciamo mai a cancellare il contributo del termine leading.
Possiamo avere la cancellazione tra i due termini se esiste un mesone di singoletto |s) tale che (Q|Q(0)]s) #

e [(Q]Q(0)|s)[2 = O(1/N.) e M2 = O(1/N,) tale che

L RO

Ve (19.10)
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Da questa relazione possiamo estrarre la massa quadra del singoletto. Usando 8, Jf = 2LQ(x), possiamo
scrivere

(QQ(z)[s(p)) = %(Q\chﬁ(w)\S(p»

1 m
= 57 Ou(QUJE (@)]5(p))

1 ,
= Eaﬂ [iV2LFgpte™'P¥)

1 ,
= —F,MZe """
V2L

In definitiva

1
V2L

che sostituito nella (19.10) porta alla formula di Witten per la massa del singoletto:

(©|Q(0)s(p)) F,M? (19.11)

a2 LA _2LA

.= F—E = TT% (19.12)

dove abbiamo usato che A = O(N?),F, ~ F, = O(v/N.). Dimostriamo quest’ultima uguaglianza:
consideriamo, nel limite N, — oo,

_ (Q1A5(0)|m3(p)) (m3(P) A3, (0)|) _ FRMZ lowve)

(A5 As,) (k) ~ =
o T &= M2 o
4 2 2
" _AQIE0)[s5(p)) (s(P)J5.(0)[) — 6FS Moo 191
<J5 J5M>(k) — kQ — M52 - k2 — MS2|O(N2) ( 9. 3)

Nel limite chirale le masse sono zero e otteniamo l'identita banale 0 = 0. Per ottenere un’identita non
banale, prendiamo allora m, = mgq = ms = m, che implica M2, M723 # 0. In questo caso

_ 1_ 1_
Ab(x) = Pyt ysTsy = 37" 15%u — 500" 5¥a

JE (x) = Pyt sy = Z Y ysts

f=u,d,s

I contributi dominanti sono quelli aventi lo stesso flavor, in quanto sono realizzati da diagrammi aventi
un solo loop di quark. Essendo le masse uguali, si trova la relazione

(I8 J5u) (K)o, = 6(A5 Asp)|o(.) (19.14)
Usando le espressioni trovate per le funzioni di correlazione a due punti, questa uguaglianza implica che
MZ|o(noy = M2, lo(no

Fs:Fﬂ':O(\/JVC)

19.3 Lagrangiana efficace di Witten-Di Vecchia-Veneziano

Consideriamo la Lagrangiana chirale efficace nel limite M = 0 e per L = 3 flavors:
1 F?
L (. S) = 59,505 + (9, U0"U']

che ¢ invariante sotto trasformazioni U(1)4:

U—-U =U
S8 =8+aF,. V6 — 5S = aF. V6
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a cui avevamo aggiunto un termine ALq.g che implementava I’anomalia tale che
5(A£eff) = Oé.AU(l), AU(I) = —6Q($)

Usiamo quindi Q(x) come campo ausiliario per scrivere

1 F2 °
£8(r.5.0) = So,505 + Euipvovt - Yoos & (19.15)
2 4 il_/ 2A
ALetr

dove I'ultimo termine & stato aggiunto affinché la funzione a due punti di pura gauge sia diverso da zero
(ipotesi di Witten), cioe

~i [ at (Q@)QO) v = A
Adesso vogliamo integrare via il campo ausiliario @Q(x). Possiamo procedere in due modi:

1. Integrazione gaussiana. Scriviamo

Yos - (Q—A‘/és) 164

1, V6.
A T E @95 o

che dopo integrazione gaussiana in [dQ] diventa

164

2 12

2. Equazioni del moto. Scrivendo I'equazione di Eulero-Lagrange per il campo Q:

oo 0L _Q VB
0Q A F,
troviamo allo stesso modo e
AV6
Q=38
La Lagrangiana adesso diventa
2 1 .o 1 /[6A F?
L4 (7, 8) = 50,505 — 5 (FE) §* + 0, U0 U] (19.16)

Abbiamo quindi ottenuto un termine di massa per il singoletto da cui si ottiene esattamente la formula
di Witten:
6A

2 _
M? = o (19.17)
Nel caso M # 0 la Lagrangiana sara
= 1 ~ o~
£2(x,8) = M=z, 8) + G FABalM(U + U ) (19.18)
con
~ i [ 2
_ 77,i5y/2/3 _ K 2
U=Ue exp{F7r (;ﬂa)\aJrS\/;l)}
Partiamo adesso dalla Lagrangiana
1 F? 1 ~ o~ 1 6
L8 = 50,50"S + —Fuld,U0" UM + SFZBalM(U + U )| + 570 - FUQS

2

F; ~ ot ~ o~ P ~ ~t
= Ttr[aﬂ UMU +2BM(U+U )|+ ﬂQ + §Qtr[ln U-InyU]
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Integrando quindi in [dQ):
@ F2 .~ o ~ ot 1 ~ ~t 0\ 2
L= Ttr[a Ud,U +2BM(U +U )|+ gA trln U —In U ]
1 " Fr " t ~ 2
= iausa S+ Itr[a Uo,U"+2BM(U +U )| — =S (19.19)

da qui si trova che
2
, 3Bl +2m.) 22 B — m,)
M(ﬂ'g,S) = 2\/§ . ) . A (1920)

cioe il 7g e il singoletto .S mescolano. Gli autovalori e gli autovettori di questa matrice sono

0 .
n"\ _ [ cosq sing\ (s
(n') - (— sin q cosq) (S) (19.21)

dove ) )
3 M o Mﬂ'
tang = v2 — %—@W (19.22)
Ricaviamo inoltre la formula di Witten-Veneziano
6A
M2 — M7 —2Mj = T2 (19.23)

Questa relazione ¢ fondamentale in quanto collega A (che & calcolabile su reticolo) a grandezze speri-
mentali. I dati sono in accordo con la teoria

A~ (180 MeV)*

Tuttavia sorge un problema: si puo vedere che

Q) = 2= B B = L o al B B £ 0,8 (19.24)
1672 " 1672 pempel
con
9> 2
Kh— i VP {Au (3PA0_ + 3igApAg>}
_ g9 pvpo 2.
= WG tr I:Ay (Fpa — 3ngpAg):| (19.25)

detta corrente di Chew-Simons. Questo fatto rappresenta un problema nella misura in cui, essendo
I’anomalia una quadridivergenza, si pensava che questa dovesse sparire ad infinito. Invece, fu dimostrato
che esistevano soluzioni euclidee nell’azione finita e topologia non banale chiamate istantons,

YE = /d4x QRe(x)eZ
Se cosi non fosse, allora A = 0 perché non potrebbe esserci suscettivita topologia non nulla. Infatti
Z= /[dA} exp {i/d4$[£YM(A) + HQ(JJ)]}

ma, essendo Q(x) una quadridivergenza il suo contributo all’integrale sarebbe nullo. Esistono delle azioni
euclidee aventi carica topologica non banale,

Zp(0] = / (A ] exp {~Sp + ibpp)
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C’¢ anche un altro aspetto del problema, cioe che 9, J¢ = 2LQ(x) = 2LJ, K*. Sappiamo che, essendo in
presenza di anomalia, non possiamo applicare il teorema di Goldstone. Tuttavia, possiamo trovare una
corrente conservata:

~ ~H
Js=JI' —2LK", Oy J5=0 (19.26)

A questa e possibile applicare il teorema di Goldstone e di conseguenza dovrebbe esistere un bosone
di Goldstone. In realta cosi non ¢ in quanto questa corrente non ¢ invariante di gauge e quindi non
puo essere applicata a stati fisici. Dunque, abbiamo il ”polo” del teorema di Goldstone ma ad esso non
corrisponde uno stato fisico. Questa ¢ una conseguenza dell’aver richiesto la conservazione della chiralita:
non si puo avere invarianza di gauge se si vuole conservare la chiralita e viceversa.

19.4 Istantoni

Gli istantoni sono chiamati in questo modo in quanto hanno un’ampiezza finita anche nel tempo.
Partiamo dall’azione

1
Sp =3 /d4$E tr[Fe . Fe )
L[ F F 15 g
=5 [ 405 0l(Foyu¥ Frouw)EFou® Fru)lt5 [ d'os alFeuw Foul
82 i i i
> 25 (¢ €Z) (disuguaglianza di Bogomol’ny) (19.27)
g

dove ﬁE7W: %efu Fg . Sappiamo che se H = HY, allora trH? = tr[HH'] > 0. Adesso distinguiamo

i due casi (&):

po

e Se g >0 (+), allora Sg & minima se Fg :ﬁE,uv (auto-duale) e quindi Sg = 872¢pE/g>.

e Se g <0 (—), allora Sg ¢ minima se Fg ,, = — J?’E,W (anti auto-duale)e Sp = 872|og|/g%.

detti rispettivamente istantoni e anti-istantoni. Questo non dimostra l’esistenza degli istantoni, ma
fornisce solo le condizioni che devono essere rispettate qualora esistano. Teniamo presente che per
contare questi oggetti devono avere un’azione finita, altrimenti nell’esponenziale e~ non conterebbero.
Per avere azione finita, il tensore F),, deve essere tale che F,, — O(r=27¢) per r — oo, dove r & la
funzione che definisce la trasformazione di gauge, mentre sul campo di gauge la richiesta e

r—o0

A, — —(Our)re + (9(7“_2+6)

i
g
Nota. La carica topologica dipende da quante volte viene ricoperto il codominio dal dominio della tra-
sformazione. Ad esempio, se si passa da SU(2) a SO(3), la carica topologica & 1 in quanto i due gruppi
sono isomorfi.

La domanda adesso &: possiamo avere un termine nella Lagrangiana con 6 # 0, cioé con carica topologica
non nulla? Cosa dice la fenomenologia in tal senso?

19.5 Termine 0

Loop = DG — M) — %tr[FWF“”] +0Q(x)

g2 ~ MUY

Qz) = m?tr[ﬁWFl ] ~ tr[E - B

Il termine 0Q(x) era stato scartato all’inizio in quanto violava P,T,CP. Sappiamo che
E_— —
p. — —E T E—-E
B—-B B—--B
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Fenomenologicamente queste simmetrie non sono violate. Una verifica puo essere fatta con il momento
di dipolo elettrico del neutrone: questo &€ messo in relazione con 6 da

M 16
dy, ~ \0|eﬁ§ ~ 107"°|fle - cm (19.28)

n

I limiti sperimentali danno un valore
d, <107 %e - cm
cioe
6] <107
I meccanismi per spiegare questo valore estremamente piccolo all’interno della QCD non funzionano.

Volendo, il termine 6 si puo spostare nel termine di massa, ma cosi facendo questo non sarebbe piu
invariante sotto U(1). Pil in generale, possiamo scrivere

1

ﬁQCD(wvav A) = _itr[F,uVFuy] + Elﬂw + §£(massa) (lﬁ»a) + GQ(:C) (1929)

con

_ _ _ T _ —mt
5£(massa) = _meq/}L - d)LmTwR = _’(/) <m m ) 71} - (m o > ’Y51f) = —1/1(A+ Z’Y5B)d)

2 2
A_AJ[_m—l—mJr
2
_ ot
B:BT:7im2m

se B # 0, abbiamo violazione di P,T,CP. Facciamo adesso un cambio di variabile nell’integrale
funzionale

(G
Z = /[dA] [d@dqmeifd“w Laop (¥,4,4) )= : (19.30)
(S
dato da N
=Y =V ~~
{W ¢f UL L Ve U (19.31)
VR = Y =VR VYR
e siano N ‘ N ‘
det V= e"¥r, det Vg= e'PR (19.32)

Definiamo quindi
V, = e ier/Nr s,
Vg = e on/Nt
con Vi, Vg € SU(Ny). Se adesso eseguiamo la trasformazione U(1) @ SU(Ny):

Y = ) = Vg, ar =91/Ny, Vi, € SU(Ny)
Yr = P =€ “"Vrvr,  ar=vr/Ny, Vg € SU(Ny) (19.33)

ricordando che U(Ny) QU (N;) =U(1) QUL rQ@SU(Nf) L @SU(Nf)r =U1)y QU(1)a®@SU(Ny)1®
SU(Ny¢)g, con

ar — QR YL — PR

U(l)g = et = ¢ilf+a) T 2Ny €U
=
U(l)g = e'@r = ¢i(B=2) _ o tar _ 9Lt PR 1
b 2 2N, €Uy

102



quello che troviamo & che solo la U(1) 4 porta una variazione sulla misura dell’integrale funzionale della
forma

7'y = sl exp { ~2inpa [ ate Qo) |

Zoep = / (dAJ[dF 4] exp { / dz[Lacp (', T, A) + ecx:c)]}
= / [dA][dpde] exp {z / d* 2Ly (A) + PilDy) + 0L (massa) (¥, ) + (0 — 2Nfa)Q(x)]}

Notiamo che se m = 0, per quanto visto, allora anche # = 0 (basta anche un solo quark a massa nulla).
Inoltre

L (massa) (0, 0') = —Prpmply, — ymiply = —pm'sby — b m' Mg

~T ~

con m’ =V p m Vi, Concludiamo che Zqgcp ¢ invariante se

~1 ~

m—m' =VrgmVy
0—)0’:2Nfa

Osservazione.
¢’ + arg(det m’) = 0 + arg(det m) = Oggico

¢ invariante. Infatti detm’ = (det X7R)2 det m(det ﬁL)Qei(W_WR). Se detm # 0, allora arg(detm’) =
arg(detm) + ¢, — pr = arg(det m) + 2N a, da cui la tesi.
Notiamo adesso due cose:

1. Possiamo eliminare il termine 6 scegliendo oo = /2Ny, cosi che

¢ =0

arg(det m’) = arg(det m) + 0 = Ogsico
2. Con un’oppoertuna trasformazione U(Ny) ® U(Ny) si puo ottenere

~t ~

m' =V mVi=mg=diag(my,...,mn;), m,...,mn; >0
quindi det m’ = det mg € RT e arg(detm’) = 0, da cui ¢ = 6 + arg(det m) = Ogsico

In altre parole, se 8 # 0, non possiamo eliminarlo, al pit possiamo spostarlo dal termine di massa al
termine #. Supponiamo invece che detm = detm’ = 0, ad esempio mq = diag(0,ma,...,my,). Con
una trasformazione del tipo

U= g = e
Vil =l Vi#l

riusciamo ad eliminare il termine 6 senza modificare la matrice di massa:

/ " / 0’
0 —=0"=0 —2520

m =mg = m’ =my

cioe Zqcp non dipende da 6. 11 problema che abbiamo visto prende il nome di problema CP forte. La
soluzione sarebbe trovare un quark a massa nulla (il candidato sarebbe I'up), ma cid ¢ in contrasto con
i risultati sperimentali. Una soluzione alternativa e usare un modello al di fuori del modello standard.
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19.6 Modello di Peccei-Quinn

L’idea e di trovare un’altra simmetria che annulli il problema delle anomalie. Partiamo da

~ ot ; F2 LIPS ~ o~ FfHT
Leg(U,U ,N,N",Q) :Ttr[a U 0,U+2BM(U +U |+ Ta N9, N

) ~ ~T
+ %Q[tr(ln U-InU )| +apo[ln N —InNT|] + in +6Q

con simmetria aggiuntiva
!

Ulpg: U—=U=U, N—=N =¢'N (19.34)

con l'ipotesi che questa sia rotta sia spontaneamente sia tramite anomalia (apg € il coefficiente dell’a-
nomalia) e scriviamo
N = ¢iV25a/Fx

dove S, ¢ il campo dell’assione e Fi; ¢ la scala di rottura spontanea di U(1)pg. L’assione dovrebbe
accoppiare "tipo Yukawa”: ¢S, + h.c.. Con questo modello si riesce a spiegare la violazione di C'P:
integrando infatti in [dQ] si ottiene

st v 2 Frgan i g . Fagn f_ v NNt
Lg(U,U ,N,N") = Ttr[a U 0, Ul +T8 NO,N'"-V(U,U ,N,NT") (19.35)

con V della forma

BF?2 ~ o~ A 1 ~ ot 2
V=-="0MU+U )+ 5 {9 + ot U~ U]+ ap(n N - 1nNT)} (19.36)

Cerchiamo i termini che minimizzano questo potenziale. Definiamo

=(@QU|Q), N=(QNQ

2|

con U;; = (5ijel¢'i,N = e"?=. Quello che si trova & che il minimo si ha per

Qi = 0 (Z = 17 27 3)3 Pa = (1937)
apQ

conU(1)pg : Lo — Leg —apgyQ. Eliminiamo 0 scegliendo v = 8/apg, allora ¢; = ¢, = 0 e si recupera
Iinvarianza sotto P,T,C'P. 1l prezzo da pagare € l'introduzione di una nuova particella di massa molto
piccola. Osserviamo che se poniamo 6 = 0,

~ o~ o~ ]
Ua®@U)pg :U—U=¢PU, NN =N

Efff\f:o) — Lfff\fzo) — 38+apgy=0

Questo implica che nel limite chirale il modello ha una buona simmetria, che perdo & spontaneamente
rotta, ci sara di conseguenza un bosone di Goldstone a massa nulla. Se invece M # 0, allora tale particella

ci sara ancora, ma sara uno pseudobosone di Goldstone a massa M, # 0 data da
b1 My Mgm ap
M? R 20°B “ : p=FQ

b
My Mg + MyMy + MMy F,

Fr
Questa particella ¢ un candidato per la dark matter e ha come scala di rottura della simmetria

F,
—2 >10° GeV = M, <0.01 eV
apQ
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