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Richiami di Relativita Ristretta

Postulati fondamentali

La Relativita Ristretta si fonda su due postulati fondamentali:
1. Principio di relativita: le leggi della natura sono le stesse in tutti i sistemi di riferimento inerziali.
2. Esiste una velocita limite per la propagazione dei segnali fisici: ¢ = 3 - 10® m/s.

Il secondo postulato mette ovviamente in discussione il concetto di simultaneita di due eventi. Un evento
¢ un qualcosa che avviene in un certo punto dello spazio e ad un certo istante, ed e descritto da quattro
numeri ¢, X.

Consideriamo due eventi Ey = (29, x1), By == (29,x2), dove 2°

= ct, e definiamo 'intervallo S7, come
Sty = (2§ — 21)* = (x2 — x1)? (1)

Questa quantita e indipendente dal sistema di riferimento in cui si osservano i due eventi, & cioé un
invariante. L’intervallo da informazioni sulle correlazioni causali tra due eventi. Consideriamo ad esem-
pio lo spazio-tempo con una dimensione spaziale e una temporale e fissiamo un evento di riferimento
nell’origine, Eq = (0,0). Prendiamo un altro evento E; = (2°,2). Se # > 2°, i due eventi non possono
essere messi in correlazione causale in quell’istante, mentre viceversa, gli eventi con z < 2° possono
essere correlati causalmente con l'evento di riferimento, quindi all’interno del cono-luce (z < x°) sono
fissati i concetti di passato e futuro. In termini dell'intervallo, se due eventi hanno S%, > 0, allora i due
eventi possono essere in correlazione causale, altrimenti no. Inoltre, se due eventi hanno S%, > 0, esistera
sempre un sistema di riferimento in cui essi avvengono nello stesso luogo, ma a tempi diversi.

Trasformazioni di Lorentz

La descrizione di un evento E = (2%, x) dipende dal sistema di riferimento. Le trasformazioni di Lorentz
forniscono la relazione tra le quaterne che descrivono un evento in due sistemi di riferimento. Dato un
sistema di riferimento K e uno K in moto rispetto a K con velocita v (che fissiamo ad esempio lungo
xl), si ha

7 = (2 - Ba") )

BZE 72(1—02/02)_1/2 (2)

T =(z' - pa°)

Le trasformazioni di Lorentz sono quelle piu generali che lasciano invariato I'intervallo tra due eventi.

Esse inoltre implementano automaticamente, nella descrizione della composizione di due velocita, 1’esi-
stenza della velocita massima ¢ di propagazione.

Quadrivettori

Dalle trasformazioni di Lorentz, differenziando, otteniamo le trasformazioni per il differenziale dz* =
(dz?, dx):
dz° = y(dz® — Bdat)
3)
dz! = y(dz! — Bdz?)



La trasformazione si puo scrivere anche come

ozt
T A de? = 27 de? 4
dz Ldx o dz (4)
dove

vy = 00

w =8 v 00
A, = 0 0 1 0 (5)

0 0 0 1

Definiamo a questo punto i quadrivettori controvarianti come tutte le quantita che trasformano come il
differenziale sotto trasformazioni di Lorentz:
=0T
ox¥

Metrica

La metrica in Relativita Ristretta ¢ data dalla matrice

1 0 0 0
0 -1 0 0
=10 0 -1 0 (6)

L’intervallo infinitesimo tra due eventi diventa allora
ds? = dztda¥n,.

Pil in generale, dati due quadrivettori A*, B*, la quantita A*B"n,, ¢ un invariante di Lorentz.
Dato un quadrivettore controvariante A*, il corrispondente vettore covariante ¢ definito come

A, =, A" (7)
Un prodotto scalare di scrive allora A*B,,: questo ¢ uno scalare, infatti
A'B,, = A'n,, B
Possiamo anche introdurre tensori controvarianti A# che trasformano come
—uv 0T 0T 8
- 0z 2P

I quadrivettori covarianti trasformano invece come

ozx”
AM = @AV (9)
Quadrivelocita
X
La velocita, sperimentalmente definita come v = T non risulta essere la componente spaziale di

un quadrivettore, in quanto il d¢ a denominatore non € pit1 uno scalare, bensi la componente temporale
del quadrivettore posizione. Per ottenere qualcosa che possa essere parte di un quadrivettore dobbiamo
dividere per uno scalare, nella fattispecie I'intervallo infinitesimo ds. Definiamo

uo i
T ds

Questa quantita e effettivamente la parte spaziale di un quadrivettore. L’estensione a quadrivettore
segue naturalmente e si introduce quindi la quadrivelocitd (in unita di ¢ = 1):

_da#

w =S5 = a(1,9) (10)



~v e B sono le funzioni di v precedentemente definite. Quello che si nota & che u* non & lineare in v, no-
nostante trasformi come un quadrivettore. Dalla definizione della quadrivelocita segue immediatamente
la definizione di quadri-impulso:

= mut (11)

Scalari e quadrigradiente

Una funzione delle coordinate p(z*) si dice scalare se ¢ invariante per trasformazioni di Lorentz, cioé se
2(7") = p(x*(T)). Data una funzione scalare ¢, si definisce il suo quadrigradiente come

9p
— 12
e (12)
Vogliamo capire che tipo di oggetto e il quadrigradiente. Il differenziale della funzione ¢
dy — dat 2% (13)

oxH

ed ¢ uno scalare. Visto che dz* ¢ un quadrivettore controvariante, allora per rendere il tutto uno scalare,
il quadrigradiente dovra essere un quadrivettore covariante. Nella pratica si scrive

99

e =0 (14)

L’elemento di quadrivolume & dato da d) = dz%dz'dz2da3. dQ & invariante per trasformazioni di Lorentz
in quanto la matrice Jacobiana della trasformazione ha sempre determinante uguale a 1.

Tempo proprio Consideriamo una particella che si muove con nota legge oraria v(t). Vogliamo sapere
che relazione intercorre tra il tempo impiegato dalla particella per andare da un punto A ad un punto B
misurato nel sistema di riferimento inerziale del laboratorio e in quello solidale alla particella, quest’ultimo
detto tempo proprio. Per far cio, fissiamo un sistema di riferimento solidale con la particella all’istante ¢.
Adesso la relazione tra 7 (tempo proprio) e t & quella tra due sistemi di riferimento inerziali. Ragioniamo
in termini di infinitesimi: nel laboratorio ds? = dt?> — dx2, mentre nel sistema di quiete della particella
ds? = dr? in quanto la particella & ferma e appunto dz? = 0. Allora eguagliando si ottiene

dr? = dt* — da? — dr = dty/1 — v?2 (15)

Possiamo quindi integrare per avere la relazione tra intervalli finiti:

/BdT:TB—TA:ABdtm (16)

A

Dato che il fattore /1 —v2 <1, allora 75 — 74 < tg — ta.
Approccio variazionale al moto della particella libera in R.R.

Consideriamo una particella libera. Nel sistema di riferimento solidale alla particella, essa ¢ ferma e
la sua linea d’universo A e parallela all’asse t. Qualunque altra linea di universo B avente gli stessi
estremi di A sara tale che, per quanto detto,

/ds>/ds
A B

Quindi il moto della particella corrisponde alla linea di universo che massimizza l'integrale del ds tra
il punto iniziale e quello finale. In analogia con principio variazionale definiamo 1’azione, il cui minimo
corrisponde al moto effettivo, come -
S=—-« / ds (17)
A
a > 0. Il segno negativo tiene conto del fatto che il minimo dell’azione corrisponde al massimo di
ds, esattamente come abbiamo detto. La costante « si ottiene considerando il limite non relativistico:

a = m. Quindi
B 5 s
S= —m/ ds = —m/ —dt (18)
A ., dt

A



dove

E:\/1—V2 (19)

dt
¢ la Lagrangiana del sistema. Per procedere con il principio variazionale, dobbiamo innanzitutto identifi-
care le variabili dinamiche: nel caso della particella libera I'unica & il quadrivettore posizione x*. Adesso

variamo ’azione rispetto a x*:
B
S=-m / 5(ds)
A

2n,,,dz?é(dx” daxt
77”—() n,wfé(d ) —
2/ nudardzy ds

Nuuté(de”) = u,6(da”) (20)

Con ds = y/ndzrde”, quindi

d(ds) =

Allora 5
0S = —m/ u,d(dz”) = —m/ u,d(dz”) = —mu,,éa:”ﬁ + m/ du, 6"
A

Gli estremi sono fissi: dz#(A) = 6z¥(B) = 0, quindi
4§ = m/ du,éz” =0 (21)
A

Indipendentemente dalla variazione dx¥. Ricaviamo quindi le note equazioni:

du,

du, =0 <=
Y ds

=0 (22)

Particella carica in campo EM

Sappiamo che le equazioni del moto sono

dFE, dp e
= E . - = E - B
i e v a el + cv A

Aggiungiamo all’azione un termine che tiene conto dell’interazione con i campi esterni:

B
S:fm/ ds + Sint
A

I campi possono essere derivati dai poteziali ¢, A. Un’ipotesi che facciamo e che i potenziali siano
le componenti di un quadrivettore A* = (¢, A), detto quadripotenziale. Ragionevolmente, I’azione
deve essere lineare nel quadripotenziale, dipendere dalla carica linearmente e accoppiata alle variabili
dinamiche, quindi si ha

B
Sint = © / A, dz” (23)
cJa

Possiamo richiedere anche l'invarianza di gauge, ossia l'invarianza per trasformazioni del tipo A, —
Ay + 0uf, con f funzione scalare che non contribuira al principio variazionale. L’azione completa ¢

quindi
S——m/ ds + — / A, dazt

Eseguiamo la variazione (il primo pezzo & noto):

s | Cdu, g+ / (A ()5(d) + 5(A, () da"] =

A A

B B
= / du,dx” + ¢ / [AL(2)d(6xY) + 0, A, (x)dz¥da”] =
A €Ja

B e (B
= / du, dx” — f/ [dA,dz" — 0, A, dx%dx”] =
c

A A
B e

= / dx” [mdul, — —(0aA,dz™ — ayAadxa)} =0 (24)
A C



Introducendo il tensore F),, = 9,4, — 0, A, si ottiene infine

mdu, = ZFdea (25)
Oppure
dp, e
ds = EFMU’U/“ (26)

Il tensore F,,, svolgendo i calcoli, & dato da

Nz
F, = / Y (27)

Equazioni per i campi

In questo caso, le variabili dinamiche sono i campi. Scriviamo come sempre ’azione:

tp
SEM = / dQE(A,:c)
ta
In quanto i campi sono una proprieta di tutto lo spazio ad un dato istante. df2 & uno scalare, quindi anche
L dovra esserlo. Se inizialmente assumiamo che non vi siano campi esterni, il sistema sara invariante per
traslazioni e quindi £ non dipendera esplicitamente da z#. Per rispettare il principio di sovrapposizione ed
avere quindi equazioni lineari, £ dovra essere al pitt quadratica nelle variabili dinamiche. Inoltre possiamo
ragionevolmente imporre che nelle equazioni del moto non compaiano derivate di ordine superiore al
secondo: questo si traduce nell’imporre che in £ non figurino termini con derivate di ordine superiore
al secondo. Infine, possiamo richiedere che le equazioni del moto siano gauge-invarianti: per ottenere
questo risultato, e sufficiente costruire I’azione in modo che sia gauge-invariante. Mettendo insieme tutti
i pezzi, le uniche configurazioni possibili sono date da

aFy F*Y 4 betP7 Fy\ Fp

Per studiare sistemi in qualche modo chiusi, richiediamo che i campi tendano a zero abbastanza rapida-
mente a grandi distanze. Questo, in termini di variazione, si traduce nel richiedere che la variazione dei
campi sia nulla all’infinito. Se dunque aggiungiamo a £ un termine della forma 9, B*(A), otteniamo un
termine di flusso che si puo riscrivere grazie al teorema di Gauss:

A0 9,B"(A) = [ dS, B"(A) (28)
faaoumr= [ as,

che & nullo agli estremi di variazione e di conseguenza non influisce le equazioni del moto. Notiamo
quindi che

PR, Py =40, ("7 A,0,A,) (29)
e dunque puo essere eliminato da £, che in conclusione avra la forma £ = aF),, F*”. L’azione sara quindi
I
Sng = — / A0 F " (30)
4 /i,
Prima di eseguire la variazione, notiamo che dalla definizione dei campi B=V A A, E= -V — §;A,

seguono le equazioni di Maxwell omogenee:

V-B=0

10B
E=--— 1
V A 5t (31)

che in notazione quadridimensionale diventano semplicemente

P, Fry = 0 (32)



Un altro passo che vogliamo fare prima di procedere con il metodo variazionale & di includere I'interazione
dei campi con le sorgenti: in tre dimensioni avevamo la densita di carica p e la corrente J = pv. E
naturale metterle insieme per creare la quadricorrente J# = (p,J) (& effettivamente un quadrivettore),
che soddisfa I’equazione di continuita d,J* = 0. Dobbiamo quindi aggiungere all’azione appena scritta
un termine che tenga conto del contributo delle sorgenti. Visto che il campo E é lineare nella densita
di carica, allora questo termine dipendera linearmente da J#. Per renderlo scalare e dipendente dalle
variabili dinamiche, scriviamo infine

1 tp tp
S = —= / dQ F,, FM + / dQ J" A, (33)
4 ta ta

Il termine aggiuntivo rende ’azione complessivamente non invariante per trasformazione di gauge; tut-
tavia, sfruttando il fatto che 9,J* = 0, otteniamo che le equazioni del moto rimangono comunque
gauge-invarianti, quindi possiamo tenerlo cosi.

Eseguiamo quindi la variazione:

tB 1 tB
dSEM = /t dQ JH6A, — 1 dQ 2F,,6(F") =

A ta
tp 1 tp
= / dQY JH6A, — f/ dQF,, (0"0A” — 0"6A*) =
ta 2 ta N—
—20v5AH
tp tp
:/ dQ2 JH6A, +/ F,0"0A" =
ta ta
tp
= dQ (J, — 0"F,,)0 A" =0 (34)
ta
da cui segue
0"F,, =Ju (35)

Da questa relazione si ricavano le equazioni di Maxwell non omogenee, che legano i campi alle sorgenti.



Descrizione della materia

La materia ricopre in Relativita Generale lo stesso ruolo della carica elettrica in Relativita Ristretta.
Per descrivere la materia si usa un tensore simmetrico, il tensore energia-impulso T"", definito come il
flusso della componente p del quadri-impulso attraverso l'ipersuperficie ¥ = costante.

Modello a polvere
Consideriamo ad esempio un modello a polvere della materia, in cui le particelle hanno tutte massa m e
densita numerica n e calcoliamo TH" nel sistema di riferimento in cui la polvere e ferma. Si ha

T% =m-n=e€ (density di energia)

T =0

T =0

T9 =0

in quanto I'impulso totale & nullo (la polvere & ferma). Quindi
e 000
0 0 0O
ny
= 0 0 0O (36)

0 0 0O

Adesso vogliamo scrivere il tensore in un sistema di riferimento che vede tutte la particelle muoversi con
velocita v. Visto che T*” & un tensore, si puo ricavare la sua forma generale tramite una trasformazione
di Lorentz a partire dall’espressione appena trovata. Si puo anche procedere euristicamente: nota la
velocita, si puo costruire la quadrivelocita delle particelle u* = (1, v). Con quest’ultima, unico elemento
che abbiamo in mano, bisogna costruire un tensore simmetrico proporzionale alla densita di energia e. B
facile vedere che 1'unica scelta possibile

T = eutu” (37)

Fluido perfetto

Consideriamo in seconda analisi un fluido perfetto, caratterizzato dall’avere viscosita nulla. Esaminiamo
all’interno del fluido un volumetto di materia e fissiamo come sistema di riferimento quello solidale al
volumetto, ossia il sistema in cui Y p’d(x; — x) = 0, con la somma estesa a tutte le particelle contenute
nel volumetto. In questo sistema di riferimento, il fluido non registra flussi di energia sulle superfici.
Essendo la viscosita nulla, non vi saranno forze agenti in direzione parallela alle superfici, ma solo in
direzione ortogonale; queste devono bilanciarsi nel complesso, dunque il sistema ammettera invarianza
sotto rotazioni e di conseguenza il tensore energia-impulso dovra mantenere la stessa simmetria. La
componente 79 & di per sé uno scalare per rotazioni, 7°° = ¢, densitd di energia. Le componenti 7%
sono le componenti di un vettore: vista l'invarianza per rotazioni, non vi possono essere vettori non
nulli, dunque 7% = 7% = 0. T% ¢ invece un tensore, che pud essere scomposto in componenti di spin
2, 1, 0. L’unica ad essere non nulla in quanto invariante per rotazioni ¢ quella di spin 0, proporzionale
all’identita, dunque T% = P§% (P qui rappresenta la pressione). In conclusione

0 0 O

TH = (38)

OO O,

P 0 0
0 P O
0 0 P



Cerchiamo adesso la forma del tensore nel sistema del laboratorio, in cui il volumetto di materia ha
velocitad v e dunque quadrivelocita u* = (1, v). Quello che si trova ¢

T = (e + P)u*u” — P, (39)
Gas perfetto
Come caso particolare del fluido perfetto consideriamo un gas perfetto di N particelle non interagenti.

Il gas avra densita di particelle n(x) = Zfil 53(x — x;), con le particelle di ugual massa m. Il tensore
energia-impulso si scrivera come

T (x, 1) sz ()63 (x — x;)
dz?
T3 (x,t) Zpl - 53x—xi)

Oppure in forma compatta

T (2#) Z pZ pl (53 (x —x;) (40)

Considero un volumetto del gas e fissiamo il sistema di riferimento solidale con esso, in cui Y _;_, p*63(x—
x;) = 0. In questo sistema possiamo scrivere

e=T% = Zpodg X — X;)

lezT”— Zpléx—xz (41)

Nel limite non relativistico p{ = m + p?/2m e quindi
TOO:m~n+gP — e=m-n+ =P
Nel limite ultrarelativistico invece p? = |p;| e dunque
T =3P =  €=3P
Si puo dimostrare che per la pressione il valore €/3 ¢ un limite superiore. Infatti, calcolando la traccia

del tensore energia-impulso si trova 7%, = € — 3P. Questo ¢ uno scalare, quindi ¢ invariante per scelta
di sistema di riferimento. Nel nostro modello allora la traccia vale

2
" m
TIM:€—3P:ZPT63(X_X1)ZO

Quindi P < ¢/3. Altre proprieta utili del tensore energia-impulso sono le seguenti: Uintegrale spaziale
del tensore da I'impulso totale, cioe

/ d3x 70 = p~ (42)

Inoltre per sistemi chiusi 9, 7" = 0, cio¢ I'impulso si conserva.

10



Capitolo 1

Gravita e sistemi non inerziali

1.1 Principio di equivalenza

Il principio di equivalenza nasce dall’osservazione di analogie nelle descrizioni di sistemi immersi in cam-
po gravitazionale e sistemi non inerziali (ossia accelerati). Esso afferma che in un campo gravitazionale
qualsiasi ¢ sempre possibile scegliere un sistema di riferimento (non inerziale) rispetto al quale, dato un
punto, esiste sempre un intorno del punto in cui gli effetti dell’accelerazione dovuti al campo gravitazio-
nale sono nulli. Il formalismo che descrive sistemi non inerziali puo essere dunque usato per descrivere il
moto in campo gravitazionale, seppur in maniera locale e non globale.

1.2 Sistemi di riferimento non inerziali

Consideriamo l'intervallo infinitesimo tra due eventi in un sistema di riferimento inerziale, ds? = ¢2dt? —
dx2. Vogliamo esprimere ds? in un sistema di riferimento non inerziale, per esempio in un sistema che
ruota con velocita angolare €2 rispetto al primo. Le coordinate sono legate dalle relazioni

r1 = T1 cos Ot — Ty sin Ut

To = To sin Ot + Ty cos
T3 =1T3
t=t
Allora
ds® = [ — Q*(z] + 73)] dt* — dX° + 2QTdT, At — 20T, dZ2dt (1.2.1)
In analogia con la Relativitdh Ristretta, in cui si scriveva ds? = n,,dz#dz”, possiamo scrivere una

relazione simile anche per sistemi di riferimento non inerziali, ds® = guvdxtdz?, stavolta pero il tensore
metrico g,,, € molto pitt complicato: pud non essere diagonale (al pilt puo avere dieci componenti perché
rimane comunque simmetrico) e puo dipendere dalle coordinate e dal tempo. Formalmente

o dz® dz”
Juv = Uaﬁ@ﬁ (1'22)
L’esempio del sistema ruotante ci suggerisce che nella descrizione di sistemi non inerziali si avra a che fare
con tensori metrici non diagonali e neppure costanti. Per il principio di equivalenza lo stesso formalismo
puo essere usato per descrivere la gravita.
Un modo per distinguere tra una curvatura dovuta al fatto che siamo in un sistema di riferimento non
inerziale ¢ quello di esaminare tutte le possibili trasformazioni di coordinate: se ne esiste una che mi
riporta in un sistema di riferimento inerziale, ossia g, — 7., allora la curvatura ¢ dovuta al sistema
non inerziale; se ¢io non ¢ possibile, allora siamo in presenza di campo gravitazionale. Matematicamente
questo si esprime con ’affermazione che in generale non esiste una trasformazione di coordinate per cui,
avendo un g,, in partenza, il tensore metrico diventi 7,, su tutto lo spazio. Quando cio ¢ possibile,
siamo in un sistema di riferimento non inerziale.

11



A livello locale, tuttavia, fissato un punto z* dello spazio-tempo con tensore metrico g, (z") = A,
ci chiediamo se esista una trasformazione 7 = f(z") tale che g,,(7") = 7,,. Visto che le funzioni
componenti di g, sono costanti una volta fissato un punto, matematicamente ¢ sempre possibile trovare
una siffatta trasformazione di coordinate. Questo ¢ proprio quello che asserisce il principio di equivalenza.
Per un generico punto

_ 0z 0xP

Guv = gaﬁ@@
Se localmente esiste una trasformazione tale che g, = 7, allora

2

— 1 =detn,, =detgag (1.2.3)

ox
0T
da cui otteniamo un vincolo importante: g = det g,g < 0. Quindi, per quanto la metrica possa essere

libera (non diagonale, non costante, etc...), affinché essa descriva un campo gravitazionale nello spazio
tempo il suo deteterminante deve essere negativo.

1.3 Costruzione del formalismo

Assumendo quindi come trasformazioni base qualunque tipo di funzione invertibile e differenziabile,
costruiamo il prototipo di quadrivettore in Relativita Generale. In Relativita Ristretta i due candidati
erano z* e dz*, che trasformavano allo stesso modo. In RG questi non trasformano piu allo stesso modo:

at — (@)
oft ox*
m —o —a
dx — 9o dz® = ] dz (1.3.1)

Scegliamo come prototipo dz# (allora z* non sard un quadrivettore) e definiamo i quadrivettori contro-
varianti come tutte le quantita che trasformano come dx*:

ot —a
At = — 1.3.2
az® ( )
I quadrivettori covarianti trasformano invece con la trasformazione inversa:
0T —

Si osserva che i quadrivettori covarianti trasformano come il gradiente di una funzione scalare. Conside-
riamo adesso la trasformazione della quantita A*B,;:

» " — — Q= — Q=
AMB, = A By = %A By = A"B, (1.3.4)
X

Quindi anche in Relativita Generale la quantita A*B, ¢ uno scalare. Un quadrivettore covariante puo
essere costruito a partire da un quadrivettore controvariante tramite la relazione

A[L = g;wAV (135)

Si puo dimostrare che il tensore §#, ¢ invariante in forma. Sfruttando la proprieta di invarianza, possiamo
scrivere l'intervallo spaziotemporale infinitesimo in due sistemi di coordinate:

ds* = g datda” =7, dz"dz”
e ricavare quindi la legge di trasformazione per il tensore metrico g,,,:

oxt Ox¥

gﬂy = 48?“ aj/@ Jap (136)
Il tensore metrico con gli indici in alto € semplicemente I'inverso di quello con gli indici in basso:
9" gua = 0", (1.3.7)
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A differenza della Relativita Ristretta, in cui la matrice della trasformazione aveva determinante unitario
e quindi 'elemento di volume dz®dz!dz?da® era invariante, in Relativita Generale questo non accade
pitt. Tuttavia, se consideriamo la quantita /—gdz’datdz?dz3, questo allora sara invariante (g < 0 ¢ il
determinante del tensore metrico).

Principio di covarianza generale: il principio di covarianza generale afferma l'invarianza in for-
ma di leggi fisiche sotto trasformazioni di coordinate arbitrarie differenziabili.

Consideriamo un punto materiale che si muove. Assegnamo un sistema di coordinate z* in cui identi-
fichiamo x° come coordinata temporale. Prendiamo due punti infinitesimamente vicini della traiettoria
del punto; si avra ds? = guvdztdz?. Quale sara il segno di ds?? Sappiamo che localmente esiste una
trasformazione per cui g,, = 1., € in quel sistema di riferimento, adesso inerziale, sara ds? > 0. Quindi
anche in Relativita Generale, affinché 'intervallo spaziotemporale descriva effettivamente un moto fisico,
dovra valere la condizione ds? > 0 (& zero per i segnali luminosi). Vogliamo quindi sapere quali relazioni
intercorrono tra le misure che vengono fatte e le coordinate che abbiamo fissato. Prendiamo in esame un
oggetto fisico, ad esempio un orologio e un sistema di coordinate z* e assumiamo che z° sia in qualche mo-
do associata al tempo e 2 allo spazio. Supponiamo di tenere 1’orologio su una linea di universo 2 = cost.
Che tempo misura l'orologio lungo tale linea di universo? Si ha ds? = g, dz*dz” = goo(dz®)? = dr?,
dove dr e in qualche modo I’analogo del tempo proprio in R.R., cioe il tempo misurato dall’orologio. Si

ha dunque
dr =/ goodxo

Quindi, poiché stiamo trattando quantita misurabili sperimentalmente, dr € R, che implica gog > O.
Sappiamo gia che una condizione necessaria affinché un sistema di coordinate descriva effettivamente un
sistema fisico ¢ g < 0. In generale, la condizione gop > 0 non ¢ necessaria: se ho un sistema con g < 0
e goo < 0, in quel sistema di coordinate sara impossibile tener fermo ’orologio, ossia mantenerlo su una
linea di universo z’ = cost.

L’affermazione che generalizza quanto detto € che dato un sistema di coordinate, & possibile associarvi
un sistema di riferimento in un dato punto se e solo se in quel punto si ha ggg > 0.

Per quanto riguarda lo spazio, prendiamo un sistema di coordinate con le convenzioni precedenti. Voglia-
mo quindi calcolare la distanza tra due punti infinitesimamente vicini nello spazio-tempo, =% e 2 + da’.
La cosa migliore ¢ usare sengali luminos. Assumiamo di poter tenere degli specchi fermi in alcuni punti e
consideriamo i tre eventi (che corrispondono rispettivamente alla partenza del segnale, alla sua riflessione
su uno specchio, e al suo arrivo):

By = (2% 4 dz9, 2° + dz?)
By = (20, 2%)
By = (2% 4 dal, z° + dab)

Per un orologio fisso in z¢ 4+ dz’ si ha

gOO(xov xi)

dl = 5

(dz§ — da?) (1.3.8)
dove /goo(a0, z?) (dxg — dx?) ¢ il tempo misurato da un orologio con linea di universo x% + dx® = cost.
L’intervallo spazio-temporale tra Fy ed E; e nullo in quanto riguarda la propagazione di un segnale
luminoso, quindi

ds? = goo (dx0)2 + 2g0;da®da’ + gijdxidxj =0 (1.3.9)

che, risolta per dz® ammette le due soluzioni

1 . T
dz® = 70 (—901'(1337' + \/(.QOigij - gijgoo)dmldxj) (1.3.10)

che corrispondono rispettivamente a dz9 e dz. Allora

2 .
daf§ — daf = %\/(QOZ‘QU — gijg00)dxdxd (1.3.11)
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e in conclusione, usando la relazione (1.3.8):
G o2
e = K—gij + g‘“g”) dxldxj] (1.3.12)
900

che rappresenta la lunghezza fisica infinitesima tra due punti in termini del tensore metrico. In forma
piu elegante possiamo scrivere

de? = ~;;dr'da? (1.3.13)
La metrica g,, induce una metrica spaziale
0i0ii
Yij = —gij + 2294 (1.3.14)
goo

che automaticamente calcola la distanza spaziale tra due punti infinitesimamente vicini.

Se proviamo ad estendere per distanza finite tramite integrale, A¢ = [ d¢, incontreremo dei problemi
perché la misura potrebbe dipendere dal tempo nel caso in cui la metrica non sia costante.

Un altro problema da risolvere e quello della sincronizzazione degli orologi. Lavoriamo innanzitutto a
livello infinitesimo. Dato un evento (2%, z*) vogliamo trovare I'evento simultaneo che si trova sulla linea
di universo z* + dz*. Questo ¢ dato da

1 . )
(xo + i(dx? +dad), zt + dx’) (1.3.15)

Usando la relazione (1.3.10) si ha
d 0 0 i )
Ty + dxy __9 da
2 goo

Quindi definiamo I’evento simultaneo a (2, 2%) sulla linea di universo z*+dxz? come I’evento di coordinate

(mo - @dmi,xi + dxi) (1.3.16)
goo

Se questa operazione sincronizza gli orologi, allora richiediamo per consistenza che per due eventi simul-
tanei si abbia ds? = —d¢?, cosi come definito da (1.3.12). Per sincronizzare due orologi a distanza finita,
devo calcolare la quantita
/ f@dxi
goo

Se eseguo 'operazione su una linea chiusa, per consistenza dovrei avere

j{—&dxi =0
goo

Questo tuttavia su spazi curvi non & matematicamente garantito. Tuttavia, & banalmente vero se gg; = 0.
Matematicamente, & sempre possibile trovare una trasformazione di coordinate per cui gg; = 0. In quel
sistema di coordinate, pero, quegli orologi non sono piu solidali, quindi non hanno la stessa valenza
dell’altro sistema di coordinate.

1.4 Derivate e differenziali covarianti

Consideriamo un sistema di coordinate z e un quadrivettore A,(x). Scegliamo un secondo sistema di
coordinate Z(x). Sappiamo che i valori del quadrivettore nei due sistemi sono collegati dalla relazione

Au(e) = A @ ()

Ci chiediamo quindi come trasformi il differenziale di A,, d4, = A,(z + dz) — A,(z). Applicando le
regole di trasformazione troviamo che

dA,(z) =d (gizAa(x)> - %dﬁa(:ﬂ) +d (gij) A, (2) (1.4.1)
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che sono diverse dalle regole di trasformazione dei quadrivettori. Concludiamo che il differenziale di
un quadrivettore non € un quadrivettore. Se vogliamo scrivere equazioni che siano covarianti dobbiamo
cercare di scriverle in termini di un oggetto che mantenga la struttura quadrivettoriale.

Consideriamo il piano (x,y): un generico vettore A e il suo differenziale si scrivono, in coordinate
cartesiane, in termini delle componenti.

A =A%+ A3
dA = dA,% + dA,¥

Quindi in questo caso il differenziale mantiene la struttura quadrivettoriale. Se perd passiamo in
coordinate polari r = y/x2 + y2,0 = arctan(y/x), si ha, associando in ogni punto i versori t, 6:

. - Ozt Ox?
A(m) = ATI‘ + Ag@, AT = WA“ A9 = %A’L
e dunque . . A
dA = d(A, 1+ ApO) = dA, T + dAyb + A,dr + ApdO (1.4.2)
Geometricamente, df = 8d6, d@ = —df, quindi si ottiene
dA = (dA, — Apdd)i + (dAg + A,.d0)O (1.4.3)

e in questo caso la struttura non & mantenuta dall’operazione di differenziazione. Questa differenza e
dovuta al fatto che, nel sistema di coordinate polari, i versori sono diversi da punto a punto (ruotano).
Solamente in coordinate cartesiane questi non cambiano (e infatti la struttura ¢ mantenuta). In termini
di tensore metrico, si ha, in coordinate cartesiane

10
=10 1

_ 0z 0aP (1 0) (1.4.4)

mentre in coordinate polari:
G = oz oz v 0 2

1.4.1 Trasporto parallelo

In un sistema di coordinate generali, non sempre e possibile confrontare due quadrivettori, perché la
metrica potrebbe cambiare da punto a punto. Consideriamo due punti dello spaziotempo x; e x5 =
21 + do infinitesimamente vicini; vogliamo confrontare i valori di un quadrivettore A, in questi due
punti. Per il principio di equivalenza, possiamo sempre trovare, localmente, un sistema inerziale di
coordinate cartesiane Z(x). In questo sistema di coordinate, la relazione tra i valori di A, tra i due
sistemi di riferimento e

_ 0x®
- ozt
Adesso, dato che in coordinate cartesiane i versori e quindi le componenti dei quadrivettori non cambiano
da punto a punto, possiamo eseguire un trasporto parallelo del quadrivettore A, dal punto 7, al punto
Iy

A,(T) A (T) (1.4.5)

_ _ e
ATy —T) = A,(T2) = %

Adesso possiamo tornare indietro nel primo sistema di coordinate tramite la trasformazione inversa a
(1.4.5):

Aq(z2) (1.4.6)

Z2

OxH

ox®
B
v OT
Dato che 1 = x9 — dz, possiamo sviluppare in serie intorno a x5 (adesso le derivate sono calcolate tutte
nello stesso punto, quindi non c¢’& necessita di specificare):

Au(@2) (1.4.7)

T2

Au(xg — 331) =

oz’ o 07" oz
Aules =) = | 05~ 7 ] Gt
= 0%, Aa(r2) — T, An(w2)dz”

15



dove I'Y,, & la connessione, definita da

3 o
re, = %% (1.4.8)
In definitiva, possiamo scrivere
Au(ze = x1) = Ap(w2) = T, An(22)d2” (1.4.9)
Sfruttando la connessione, vale per il tensore metrico la seguente relazione:
ig v=T% 90 +T%,9 (1.4.10)
PN e AvYon
Definiamo a questo punto il differenziale covariante di un quadrivettore (covariante) come
DA, = Al (z+dx — ) — A,(x) (1.4.11)
mentre per quadrivettori controvarianti si ha
DA* = AFT (g + dx — x) — AF () (1.4.12)
Scriviamo quest’ultima espressione come
DA* = A¥(z 4 dz) — A¥(z) + AT (z + do — 2) — A*(z + dz)
= dAr — T Ar
in cui
T AH = =1y, A"dz”?
Otteniamo dunque, ricordando che dA* = dz”d,A"
DA = dA" + T AYda? = da”(0,A" + TV ,A")
Possiamo allora definire la derivata covariante come
D,A" = 9,A* + T A" vettori controvarianti (1.4.13)
DyA, = 0,A, — T ,A, vettori covarianti (1.4.14)

cosi che DA* = D,A*dz” (e analogamente per i covarianti). La derivata covariante ha una buona
struttura sotto trasformazioni generalizzate, infatti trasforma come un tensore a due indici. E possibi-
le ricavare ’espressione della derivata covariante per vettori covarianti a partire da quella per vettori
controvarianti: sapendo che (5T(A“BM) = 0 in quanto scalare, per linearita si ottiene la relazione

6T (A*B,) = 6" A"B, + A*§TB, =0

Le regole del differenziale e della derivata covarianti sono simili a quelle della derivazione normale.
Consideriamo adesso uno scalare . In quanto scalare, nel trasporto parallelo la sua connessione & sempre
nulla, quindi si ottiene

Dy = dz0,p = D, =0, (1.4.15)

cioe, per uno scalare la derivata covariante coincide con quella normale.
Per un tensore a due indici C*¥, notiamo innanzitutto che puo essere scritto come C*” = A* BY e quindi

DC" = DA*BY + A"DBY =
= da?(9,A" BY + TV A°BY + A"9,B” + A'TY, B*) =
= da?(9,CH + T C +T% C") (1.4.16)

Un altra proprieta interessante che puo essere dimostrata ¢ la simmetria della connessione negli indici
bassi. Tecnicamente, segue dalla definizione (1.4.8) in quanto le derivate miste commutano. Diamo
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comunque una dimostrazione pili generale: consideriamo il tensore D,A, — D, A, e lo valutiamo, senza
perdere generalita, per un quadrivettore tale che A, = J,¢. Scegliamo adesso un sistema di coordinate
localmente inerziale. In questo sistema, D,, = 0,,, allora

D,A, —D,A, = 0,0, —0,0,0p=0
per commutativita. Ma se il tensore € nullo in un particolare sistema di coordinate, allora sara nullo in
tutti 1 sistemi di coordinate, quindi segue
D, A, — DA, =0,A, — T, Aq —0,A, + T, Aq =
= 0u0vp — 0,0up + 1, Aq — 1), A =
=, —17,)A4.=0

L. a _ 7o
da cui segue I'j), =TI .
La relazione tra le connessioni in due sistemi di coordinate ¢ data da

—a Ozt 0T OTY 0%z Oxt
M =Ty ————+ ———— 1.4.17
vo = LBV 55 9 Or | 0w 0ak O (1.4.17)

Adesso scriviamo la derivata covariante del tensore metrico:

Dyguv = 0pgp — Fﬁpgau - nggau =0 (1.4.18)
In virth di eq. (1.4.10). Questo fatto ha delle conseguenze:

DpAy = Dp(9uaA®) = DpguaA” + guaDpA™ = guaD,A”

Possiamo esprimere la connessione in termini della metrica risolvendo ’equazione (1.4.18), ponendo
Lpwp = gual'y,- Si ottiene

1
FMVP = 5(809;“/ + augup - 8}1.ng> (1419)

Quindi nello spazio piatto, dove la connessione e zero, la derivata prima del tensore metrico & nulla.
Tutti questi fatti ci consentono di estendere il principio di equivalenza: dato un punto P nello spazio-
tempo z* con metrica g,,,, esisterd sempre un sistema di coordinate Z"(x) localmente inerziale tale che

gaB(P) = Tlap € 8§aB(P) =0

1.5 Equazione del moto per una particella puntiforme

Consideriamo un sistema di coordinate z* con metrica g,s. Vogliamo derivare I’equazione del moto per
una particella puntiforme in un generico spazio curvo. Per far cid dobbiamo tener conto del principio
di covarianza generale. In Relativita Ristretta ’equazione del moto & data da du® = 0. In termini
covarianti d — D, quindi ’equazione del moto in Relativita Generale sara data da

dz®

Du®* =0 — 1.5.1
=0, (15.1)
ossia, Lo Qo d
x o dat dax”
—_— — =0 1.5.2
ds? o ds ds ( )

Possiamo ricavare ’equazione del moto anche tramite il principio variazionale. Ragionando come in
Relativita Ristretta, assumendo l'invarianza sotto trasformazioni generali, troviamo per 'azione S la
stessa espressione che in Relativita Ristretta:

S = —mc/ds ds = gapdz®da? (1.5.3)

Per eseguire la variazione, notiamo che

ds 5 ds a8
2d$25ds = 2d82§(gagdx dz?)

_ds

ods = = 5.2

[6gapdz®da? + 2g,5dz*dda”]
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dove la variazione sul tensore metrico € una variazione indotta. Abbiamo dunque

ds

=92 [apgagéxpdxadxﬁ + 29apd33°‘d5xp]

Di conseguenza

« B SAp o B «a
0S8 = —mc/ {dsaﬂgaﬁiisgx ox +ds d(gaﬁ(jfgz(h) —ds d(gagjf ) 5ac”] =0

Il termine centrale & un termine di ipersuperficie che si annulla una volta integrato. Posti p® = mu®,
Pa = gang , otteniamo ’equazione del moto covariante

Opa 1
= = ——0agp,p"

Y 1.5.4
0s 2m p (1.5.4)

Nel limite non relativistico (piccole velocita o campi deboli) deve valere ’equazione di Newton ma = V.
Scriviamo quindi la Lagrangiana non relativistica:

1 1
Lar = vaz —mp = —mc (2v2 +o+ 1> = —mel/ (1.5.5)

dove abbiamo aggiunto il termine (ininfluente ai fini dell’equazione del moto) —mc?. Adesso I’azione si

puo scrivere in una forma simile a quella relativistica:

1
SNR:—mc/L'th —mc/ds = ds = <1+g0—|—2v2) dt

Dalla forma del ds cosi trovata si ottiene, nel limite di piccole velocita ’espressione
ds? = (1 4 2¢)dt? — dr? (1.5.6)

Infatti per 2¢ — v? < 1 si ha, prendendo la radice di (1.5.6):

2
ds = \/dt2 + (2¢ — v2)dt2 = /(1 + 2¢ — v2)dt2 ~ <1—|—gp— V2> dt

Quindi, confrontando con 1’espressione del ds covariante, troviamo che nel limite non relativistico vale

la relazione

2
goo =1+ cff (1.5.7)
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Capitolo 2

Campi stazionari

Un campo stazionario ¢ un campo per cui ¢ possibile trovare un sistema di coordinate z* tale che
00gap = 0. Una metrica stazionaria ¢ generata da un solo corpo. Distinguiamo due casi: se questo
sta fermo, la metrica stazionaria ¢ statica, altrimenti ¢ temporale. Le metriche statiche devono essere
invarianti per inversione temporale ¢ — —t. Ricordando I’espressione del ds?:

ds® = goo(dz")? — go;dz®da’ — g;;da’da?

Per una metrica statica, allora, al fine di implementare I'invarianza per inversione temporale, dovra essere
goi: = 0.

Prendiamo due eventi (22, 2%) e (29, #°) che assumiamo simultanei, ossia
b bl b
. 9oi A
.TO—.’L‘O:— 1(.%‘1—I7)
goo

e consideriamo una seconda coppia di eventi aventi la componente zero traslata della stessa quantitd Az,
ciod (z94+Ax°, x%) e (204 Az, 2%). Nel caso di metrica statica, i due eventi traslati sono automaticamente
simultanei, e lo stesso vale per una metrica stazionaria qualunque. Tuttavia, il tempo trascorso non ¢ lo
stesso per le due coppie, in quanto dt = ,/goodz e goo dipende dalla posizione.

2.1 Red Shift Gravitazionale

Consideriamo una sorgente posta in un punto 1 dello spazio-tempo che emette luce con frequenza w; e
un osservatore in un punto 2 dello spazio-tempo che misura per la stessa luce una frequenza ws. In che
relazione sono wy e ws? Calcoliamo innanzitutto il tempo impiegato dalla luce per andare da 1 a 2; per
un evento di genere luce si ha

ds? = gudatda” = goo(dz®)? — 2gg;dx®da’ — gijdmidxj =0

che, risolta per dz restituisce 1’espressione

dz® = — { ;dat £+ \/ iGii — Qi dzided | = —Z—dz* + 2.1.1
ol L (90i9i5 — 9ijgo0) o0 NG (2.1.1)

Allora il tempo impiegato Az si calcola integrando questa relazione tra i due eventi. Quello che notiamo,
¢ che Az® ¢ sicuramente indipendente dalla coordinata temporale z°. Questo implica che la frequenza
w, espressa in termini della coordinata temporale, ¢ la stessa nei punti 1 e 2, cioe w; = wy. Queste sono
legate alle frequenze fisiche dalla relazione

_ w1 _ w2

goo(1) goo(2)

da cui otteniamo ’espressione del red shift gravitazionale relativo:

ER b
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Per campi deboli, goo = 1+ 2p/c?, con ¢ = —GM/r. Sostituendo e sviluppando al primo ordine si

ottiene
w | e@)-e) _ GM (1 1) (2.1.3)

w1 c c2 \ry nm

2.2 Leggi di conservazione in metriche stazionarie

Partiamo dell’equazione covariante
dpe 1
) KoV
ds om a9uvP" P
Per metriche stazionarie dyg,,, = 0 e quindi la quantita pg ¢ costante lungo la traiettoria della particella.
Cosa rappresenta py # p°? Supponiamo che la metrica sia statica (go; = 0):

o dat
Po = MYgoa ds mgoo ds
mg dz®
= myoo
V/900(da0)? — (d0)?
dove, per metrica statica, (d¢)? = v, dz'da? = —g;;dz’da’.
mg dz?
= Mmgoo 75
e [1 - 0] /
goo(dz®)?
e
v =

1
= M/ N —_—
Jo0 V1—12 /Goodx?

1+2 v?
pozm,/lvf2m<1+¢+2> (2.2.1)

Quindi nel limite non relativistico, py corrisponde all’energia meccanica del sistema, che sappiamo si
conserva. Un’importante osservazione € capire in quale sistema viene misurata la velocita v. Questa non
puo essere misurata da un osservatore a distanza infinita dal sistema, in quanto per x* — 0o goo ~ 1 e
quindi per quell’osservatore dt = dz°. Non puo essere neanche quella misurata da un osservatore solidale
con il moto della particella, in quanto per questi dt = ds. Si ha quindi che la velocita v ¢ quella misurata
da un osservatore non solidale alla particella, ma abbastanza vicino ad essa, cosi che il suo intervallo
di tempo sara dato da dt = /goo(7)da®, che & esattamente quello che compare nel denominatore nella
definizione di v.

Per campi deboli:
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Capitolo 3

Tensore energia-impulso

3.1 Derivazione formale

Consideriamo una teoria di campo in uno spazio curvo, descritta dall’azione

5= / A4 v "GL(6, 84, gap)

(3.1.1)

Supponiamo che la Lagrangiana non dipenda dalle derivate del tensore metrico e che i campi tendano a

zero a grandi distanze, ed eseguiamo la trasformazione infinitesima

% — T (2) = 2% + da*(x)

ipotizzando che da® — 0 anch’esso agli infiniti. Allora I’azione nelle nuove coordinate diventa

5= / AT \/“GL(B(T), 04 T )

Tenendo conto dell’identita
o dda®
dxr H T O
le relazioni tra ¢, 0,9, gop nei due sistemi di coordinate sono date da

¢(T) = ¢(z(T) = (T — da) ~ §(T) — 6a" D
_ 92
0u0(T) ~ 0,0(T) — da* 81‘/‘;;“

7°%(T) = g*%(Z) — 6a"9,9°" + g*10,60" + g°1D,6a°
= ¢*%(x) + D¥6ad® 4+ DPéa”

Utilizzando queste relazioni, S si scrive in forma come

5= / d'7 G(¢(@) + 00, 0up(T) + 60,0, g + 69"

e possiamo quindi pensare di eseguire uno sviluppo al primo ordine di G, ottenendo

B B - - ) _ToG oG 0G .
S:/d4x G((b(x),auQS(fL'),gM )+/d4x |:8¢5(;5—|— m(saﬂ(b-i- W(Sgu

=85468

(3.1.2)

(3.1.3)

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.6)

(3.1.7)

In quanto il primo termine ¢ identico all’azione (3.1.1) (abbiamo solo cambiato i nomi alle variabili).
L’invarianza dell’azione per trasformazioni di coordinate impone tuttavia che S = S, quindi ricaviamo
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la relazione 6S = 0. Notiamo adesso che i primi due termini di §S rappresentano la variazione della
Lagrangiana G rispetto a ¢ e, assumendo le equazioni del moto, questa risulta nulla:
oG oG 0G

Rimaniamo in conclusione con 1’equazione

/d4z W@“” —0 (3.1.9)

Definiamo quindi il tensore (si vede ad occhio che lo &) simmetrico T}, come

o _ 2 A=gL)

= 11
V=g o9 (3110

dunque

1 4

§/d /=91 0g"" =0 (3.1.11)
dgM¥ & una variazione indotta dalla trasformazione di coordinate, quindi non e indipendente e non pos-
siamo porre semplicemente l'integrando uguale a zero per risolvere I’equazione. La variazione arbitraria
indipendente & da®, a cui la variazione del tensore metrico ¢ legata dalla relazione (3.1.6). Sostituendo,
si ottiene

1
B /d4x\/—gTW(D“5a” + D¥éa") =

I contributi in parentesi sono uguali perché stiamo saturando gli indici con un tensore simmetrico.
Integrando per parti si ottiene

= /d4:c v—9T,,D*éa” = /d4a7 [DH(Ty6a”) — DHT,,6a"] =0

Usando l'identita L 8 4
DHA, = g

—_—Y 3.1.12
/_g 6x/t ( )
possiamo riscrivere il primo addendo come
L 14 a v
/d4x D*(T,,80") = /d% B [V=gT}.6a"] (3.1.13)

che € un termine di ipersuperficie che si annulla nelle ipotesi che abbiamo fatto. In definitiva, ’equazione
che troviamo &

/ d*z /—gD"T,,6a” = 0 (3.1.14)

dove abbiamo isolato la variazione arbitraria indipendente e quindi possiamo porre 'integrando uguale
a zero per ottenere I’equazione
D,T" =0 (3.1.15)

Esempio 1. Consideriamo la teoria di campo scalare descritta dalla Lagrangiana
1 1 1 1
L= -0,90"¢p — —m2¢? = 0,00, 09" — —m2¢?
2 2 2 2
Scriviamo il tensore energia-impulso in questo caso usando la definizione (3.1.10):

2L 0v/—g 9 oL
R

Il secondo termine ¢ semplicemente uguale a 9,,¢0,¢, mentre per esplicitare il primo termine usiamo
I'identita

71#1/ =

dg = 99""dguw = —99,dg"” (3.1.16)
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da cui
a\/ —g __ 1 Jg __V —99uv
agHv 24/—g OgHv 2

e quindi
T;w = u¢6u¢ - g;u/L

Esempio 2. Consideriamo adesso la teoria di campo elettromagnetica, con Lagrangiana
1 1
L = _ZFMVFHJ/ _ -1 a,@Fyéga’Yg%

In questo caso si ha
1
T = — MﬂFngﬁg + iQWFaBF(w

Notiamo che 7% oc E? + B? (densita di energia del campo EM). Sappiamo che per il tensore energia-
impulso in questo caso vale D,T*" = 9,T*" = 0. Fissando p = 0 si ha

oo
ot

+8,T° =0

che corrisponde al teorema di conservazione di Poyinting.
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Capitolo 4

Equazioni del campo gravitazionale

4.1 Tensore di Riemann

Il tensore di Riemann ¢ un oggetto che ci permette matematicamente di distinguere se siamo in presenza
di campo gravitazionale oppure se siamo semplicemente in un sistema non inerziale. Riprendendo il
concetto di trasporto parallelo, ci chiediamo cosa succeda se eseguiamo il trasporto parallelo di un vettore
su un cammino chiuso. In uno spazio piatto ovviamente il vettore rimane invariato; tuttavia, se siamo
in presenza di gravi questo cambiera. Consideriamo una generica traiettoria nello spazio parametrizzata
dalla distanza trai i punti s, * = z#(s). La tangente alla traiettoria ¢ definita da u* = da*/ds e
I’equazione che determina le geodetiche, ossia le traiettorie piu brevi ¢ Du* = 0, cioe

Dut = dut — §Tu" = u(x + dz) — u(z) —ul (z = =+ dz) + u(z) = u(z + dz) —u’ (z = z +dz) =0

ciod u(z +dwx) = u’ (x — 2 +dw), cio¢ la tangente nel punto x +dx & il trasporto parallelo della tangente
nel punto z da x a x + dx. Visto che i prodotti scalari rimangono invariati sotto trasporto parallelo,
per trovare il trasportato di un vettore A*(x) lungo una geodetica ¢ sufficiente guardare la tangente,
trasportare questa e mantenere ’angolo tra essi punto per punto.

Ricaviamo quindi il tensore di Riemann per una traiettoria chiusa inﬁnitesimaﬂ A-B—->C—>D—A
dove le coordinate dei quattro punti sono

A= (a,b)

B = (a+da,b)

C = (a+da,b+db)
D = (a,b+ db)

Consideriamo un vettore E* e trasportiamolo parallelamente lungo questa curva. Sappiamo che, in
generale 67 E* = ngﬁEadzﬁ. Allora

(a+da,b)
E*(A — B) = E*(A) — / M Beds!
(a.,b)
(a+da,b+8b)
E*(B — C) = E*(B) — / ', B*dx?
(a+da,b)
(a+da,b+6b)
E*(C — D)= E*(C) + / ' Eeds?
(a,b+6b)
~(a,b+3b)
EM(D — A) = E*(D) + / ', E*dz? (4.1.1)
(a.b)

LCi limiteremo a considerare, senza perdere generalitd, solo due dimensioni
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L’effetto complessivo del trasporto parallelo ¢ dato da E#(D — A) — E#(A) = ETH — EH:

(a,b+3b) (a+8a,b+6b)
ETr — pr = / ', E*da® — / I, E*da’+
(

a,b) (a+da,b)
(a+68a,b+5b) (a+da,b)
+ / ' Edat — / ' Eeds?
(a,b+4b) (a,b)

b H(rH, B atée (It B
:—(SG// ( a21 )d$2+6b/ ( al )dl'l
b 81’ a 81}2

0I5 E”) | O(I'g, E)
= dadb {— Dl + 5

Ricordando che, per effetto del trasporto parallelo,

oE“

2 1o e
dxB FBME
esplicitando le derivate e sostituendo la relazione precedente si ottiene

AE" = §abbE*[0,Th) — 01 Thy — T1,T%, — 1 T%,)
= dz"da” E* [0,T%,, — 0,14, — T4, %, —TL.TY, ]

Vo ay vyt ao
= dr7dr EC R
= da’dz” E“R¥,,
dove
Iz = wo_ L _THTY _TH TV
R ayo — aﬁfra'y 8"/Faa' Fuaroz'y I‘V’Y]‘—‘QU

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.4)

¢ il tensore di Riemann. Visto che dipende solo dalle connessioni, il tensore di Riemann ¢ nullo in uno
spazio piatto e quindi, avendo struttura tensoriale, sara anche nullo in qualunque sistema ottenuto da
una trasformazione delle coordinate di uno spazio piatto. Il tensore di Riemann gode delle seguenti

proprieta: definiamo Rogys = gapR” 86 Allora

[D,,D,]A, = R"*,, Aq

puv

1 v v
Rapys = 5(050y9a5 + 00595y — 050590y — Bad9ps) + 9 (Lo, Tas = Tgsly)

Rapsy = —Rapys
RBoz'yJ = _Raﬁ'yé
Rpasy = Rapys

Valgono inoltre le seguenti identita
Rogys + Raspy + Ravsg =0

DsR*, 3, + DyR* 55+ DgR*, .5 =0  (identita di Bianchi)

Definiamo quindi altre due quantita: il tensore di Ricci
v
Raﬁ’ = Rauﬁ’ugu
che ¢ un tensore simmetrico, e la curvatura scalare

R=g"®Raps
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(4.1.6)

(4.1.7)

(4.1.8)

(4.1.9)

(4.1.10)

(4.1.11)



4.2 Equazione di Einstein

Adesso abbiamo tutti gli elementi per scrivere I’equazione di Einstein. Partiamo dall’equazione di Newton
per un potenziale gravitazionale ¢ e una densita di massa p:

V3¢ = 4rGp (4.2.1)

dove G = 6.67x 1071t m?/(s? x kg) & la costante di gravitazione universale. Vogliamo ovviamente scrivere
un’equazione covariante, tenendo presente che la (4.2.1) deve rappresentarne il limite non relativistico.
Avevamo visto che la densita di massa p era il limite non relativistico della componente 7% del tensore
energia-impulso. Allora la prima sostituzione che effettuiamo nella (4.2.1) & p — TH” (non possiamo
limitarci ad una sola componente). Quindi riscriviamo il secondo membro come kGT*", dove k & una
costante adimensionale da determinare. Al primo membro bisognera avere dunque un tensore simmetrico

GHv.
GH = kEGTH
1
Nel limite non relativistico di campo debole, sappiamo che goo = 1+2¢, da cui V2¢ = §V2 goo- 1l tensore

G, deve essere costruito a partire dalla metrica g, (e poco altro), deve dipendere al pit dalle derivate
seconde della metrica, deve essere simmetrico negli indici; visto che D, 7" = 0, per consistenza si deve
avere D,G" = 0 e Ggg ~ V2goo. Un’ultima condizione ¢ che lo spazio-tempo non debba introdurre
costanti dimensionate. Otteniamo quindi come possibile forma di G, la seguente

G = aRy,, +bRgu, + cAgu,

essendo a, b, ¢ costanti adimensionali. Nell’ultimo termine compare una costante dimensionata (costante
cosmologica) A (energia al quadrato), che in principio dovrebbe essere escluso per quanto abbiamo
richiesto. Per adesso teniamola temporaneamente. Dobbiamo imporre la condizione D, G, = 0: essendo
A costante e D, g,,, = 0, questa condizione fissa una relazione tra i coeflicienti a e b. Per scriverla,
partiamo dall’identita di Bianchi che moltiplichiamo successivamente, senza alterarne il valore, per ¢
e g7
DyRapys + DsRapuy + Dy Rapsp = 0
955 [DpRagys + DsRapuy + DyRagsu] = 0
DyRor + D°Ruspy — DyRay =0
ga’y[DuRav + DéRa&w - DvRau] =0
D,R— D°Rs,, — D°Rs,, = 0

1
D, {R‘“’ — 2Rg’“’} =0
Questa relazione fissa dunque nell’espressione di G, b = —a/2, quindi otteniamo
1
Guw=a| Ry — §R9W + cAgu (4.2.2)
Si verifica che nel limite non relativistico
1 2
RNV - §ng,1/ — V goo

Allora, trascurandﬂ il termine in A, dal confronto con ’equazione di Newton siamo in grado di deter-
minare la costante moltiplicativa, k = 87. Otteniamo in conclusione 1’equazione di Einstein:

1
Ry = 3Ry = 87GT,,, (4.2.3)

2La costante cosmologica A tiene conto della dark energy e diventa rilevante a livello cosmologico, mentre a livello
planetario & trascurabile.
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4.2.1 Derivazione tramite principio variazionale

Vogliamo derivare le equazioni di Einstein tramite il principio variazionale: scegliamo come variabile
dinamica la metrica e scriviamo ’azione come

s = [ dtev=3Lis.09)

In un primo momento non consideriamo la materia. L dovra essere uno scalare (garantisce la covarianza)
in cui non compaiano derivate di ordine superiore al primo (garantisce che nelle equazioni del moto vi
siano al pit derivate seconde). Quindi L deve contenere g,,,, e le connessioni I'f,. Tuttavia, non & possibile
costruire uno scalare con queste quantita. L’unico scalare che abbiamo a disposizione ¢ la curvatura R,
che pero contiene le derivate seconde della metrica. La dipendenza tuttavia ¢ lineare e in virtu di questa
linearita si puo dimostrare che

/d4x R/—g = /d4x V—9G(g,09) + /d4xau(\/jgw“) (4.2.4)

L’ultimo termine ¢ un integrale di una quadridivergenza che diventa un termine di superficie che non
contribuisce alla variazione, quindi possiamo eliminarlo subito. Pertanto la variazione dell’azione ¢ data
da

5 [ Ry=gata = [ e slg" Ruv/=g) = [ d's [RE/=9) + V=GR,0dg" + V09" R,
Si ha . .
_ - — __ /= 1224

6(v/—9) 2\/_—959 5V 99,09

che ci permette di scrivere I’equazione precedente come
1
5/R\/—gd4m = / (R/w — 2Rg,w) SgM/—gdtz + /g“”cSRW\/—gd4x =0
L’ultimo termine non contribuisce; ritroviamo quindi
1
RNV — iRgHV =0

Non abbiamo ritrovato la parte destra delle equazioni di Einstein in quanto non abbiamo considerato la
materia. Se lo avessimo fatto, avremmo ottenuto proprio 87GT,, .

4.3 Pseudotensore energia-impulso

In un sistema chiuso e possibile definire un impulso P*. In caso di spazio piatto, da 0,T"” = 0 segue
che I'impulso, definito come P* = [ d®zT*"¥ & conservato. In uno spazio curvo si ha invece

1
v—g
e questa relazione non implica la conservazione di P*. Il quadrimpulso di un sistema non puo essere la
somma di quadri-impulsi, in quanto questi non sono definiti nello stesso evento.

Se il sistema & chiuso, a grandi distanze dalla materia & possibile scegliere un sistema di coordinate tali

che g, = 1Myp. Scriviamo allora (rischiando di perdere pero la covarianza) g, = N, + hy. Sviluppiamo
il tensore di Ricci in termini di h:

1
D,LLTI“/ = 8#(\/TQTMV) - 5 ug;wTHV =0

ORap | 1.5 0°R,
R”V(g) = RMV(T]) + huuiﬂ + *h2 B

1
Nell’equazione di Einstein, chiamiamo G, = R, — §ng = 87GT),, e lo scriviamo solo con termini
lineari in h e nelle sue derivate. Il resto lo portiamo a destra e lo chiamiamo A,,,:

G = 87GT,, + 87G A, = 87GH,., (4.3.2)
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0, € lo pseudotensore energia-impulso (se in un certo punto € nullo, non & detto che lo sia in ogni sistema
di coordinate, a differenza dei tensori veri). Lo pseudotensore soddisfa I’equazione 9,6 = 0, che ¢ una
vera e propria conservazione per la quantita

Pt = / 3z or = / ds, or (4.3.3)

4.4 Metrica di Schwartzschild

Le equazioni di Einstein sono un set di equazioni non lineari che ammettono soluzioni esatte quando il
sistema presenta diverse simmetrie.

Assumiamo un sistema con simmetria sferica: in coordinate sferiche (¢, 7,0, ), si ha ds? = dt?> — dr? —
72(df? + sin? dp?). Su una superficie sferica di ha ds? = —r2(d#? + sin® #de?). Abbiamo quindi uno
spazio piatto.

In un generico spazio curvo con coordinate sferiche (£, 7,0, ), la metrica descrive un sistema a simmetria
centrale se la sua restrizione a una superficie si pud scrivere come p(%,7)(d6? + sin? §dp?). Dunque

ds? = g; 1 (1, 7)AL + 2g; (I, F)ALAT + gr (7, 7)dF? — p(7,7)dD2 (4.4.1)

Per un sistema a simmetria centrale, esiste sempre un sistema di coordinate in cui l'intervallo spazio-
temporale assume questa forma. Inoltre, esiste sempre un sistema di coordinate (t, 7,8, ) in cui p = r2,

Govertinet 7 = 0 (cambiando due variabili possiamo sempre imporre due condizioni). Allora
ds? = gy (t, r)dt® 4 g, (t, r)dr® — r2dQ (4.4.2)

Da notare che 7 non ¢ la distanza dal centro, bensi il raggio di curvatura.

Adesso per risolvere le equazioni di Einstein dobbiamo trovare 10 funzioni di 4 variabili, ma abbiamo
solamente 2 funzioni di 2 variabili. Vanno ancora scritti infatti i tensori di Riemann e di Ricci e la
curvatura.

Nota. Moltiplicando ambo i membri dell’equazione di Einstein per g"” si ha

1
gt (R;w — 2Rgu,,) = 8rGT,, 9" = 8rGT",

Nel vuoto si ha R — 2R = 0 da cui R = 0 e di conseguenza R,,. Questo pero¢ non implica, in quattro
dimensioni, spazio piatto.

Poniamo gy (t,r) = e*®") e g,,.(t,r) = M7, Allora

A . _0X
1. R} = e = =0,dove \ = —
T ot
AV +)) A\
2. R)—-Rl=0 — -5 —0 dove XN = 2",
r or

o\
Dal punto 1 segue che — = 0, quindi A = A(r), mentre dal secondo punto si ha A + v = f(¢t).

ot
Cambiando variabili, dt? = e~ ) a7 quindi
ds? = e P — erdr? — r2dQ
= A(r)dE® — A~ (r)dr? — r2dQ
0o_ 1 s , . . .
3. Ry — iR = 0 fornisce infine un’equazione differenziale per A:

A’+é—1:0 = A(r):l+g
T r r
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Tutte le altre componenti sono ridondanti. Otteniamo dunque la metrica di Schwartzschild:

1
d82 = (1 + C> dtQ - 7Cd7"2 - TQdQ (443)
r 1+

In regime di campo debole, gog = 1+2¢/c*, ¢ = —GM /r. La costante C ¢ datada C = —2GM/c? = —r,
dove rg4 e il raggio gravitazionale. M non rappresenta propriamente una massa, ma € una componente
dello pseudotensore energia-impulso.

Notiamo la presenza di una singolarita se 7 < r4 e r4 < raggio della stella. Se pero collassa e r < 7y
si ha un buco nero. r = 7, ¢ una singolarita dovuta al sistema di coordinate. A r = 0 c’e una
vera singolaritd dello spazio-tempo: infatti tutti gli scalari che si possono costruire sono singolari (i.e.
Raﬂ'yéRalg«{g ~ 1/7"6).

Scriviamo g, = Ny + hy e sviluppiamo 'equazione di Einstein in termini della metrica:

R() - n LRWY =87GY,, (4.4.4)
%,_/
GtL)

Siha G = 0,Q°*Y, con QPF* = —QH*V. Allora
1
QY = =5 [0 R Pt = ORI = QP - ]

1 1 .
PH = d3 90;1 _ / d3 POp / zOud .
/ v &G 790 &G @ 5

In quanto 9,Q7%* = 9;Q°, i = 1,2,3 per antisimmetria. Sulla superficie

0 _ 1
167G

r—00

con n; = x;/r. Se assumiamo simmetria sferica, P? = 0. La metrica di Schwartzschild non permette lo
sviluppo g, = 7w + hy perché all’infinito deve essere g, = 17,,,. In coordinate cartesiane

ds? = (1- %) d? - (da')? - 7”9/:2)71 I idan? (4.4.6)

che non rappresenta proprio la distanza. In particolare, hog = —r4/r, hij = —[(1 —ry/r) ™' = 1]nn; ~
T

——2n;n;. Inserendo in P si trova P° = M,r, = 2P°.
r

Scriviamo adesso la metrica spaziale della metrica di Schwartzschild, ossia il 7;; tale che d¢* = ~;;dz’dz?.
La metrica spaziale e legata al tensore metrico dalla relazione

9oigoj

Vii = —9ij T
Y Y oo

df? & la distanza tra punti solidali al sistema di riferimento. Sviluppando si ha allora

1
A = ———dr? — r2dQ? (4.4.7)
1—rg/r

La distanza tra due punti lungo la direzione radiale (le altre coordinate costanti) & data da

d _
/ “1_7’9/ r>Trg—171

che non misura la distanza dal centro, ma tuttavia puo essere letta ancora come lunghezza in quanto la
metrica ¢ statica.
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4.5 Moto di un corpo in metrica di Schwartzschild

Consideriamo un’onda piana a*e~*=*" con kyk* = 0 (luce), k* = daz®/dA si pud definire come un
parametro qualsiasi che parametrizza la traiettoria. Per la luce ds = 0. In R.R. si aveva dk® = 0.
Tramite il principio di covarianza, in R.G. dovra essere Dk® = 0.

Per oggetti massivi,

dp, 1
=_—9 pf
ds om ugdapl P
gap non dipende né da t né da ¢, quindi si conservano pg e p,. Scriviamo po = Em (E € una costante).
L’oggetto si muove su un piano, fissiamo allora ¢ = /2, allora p, = —Lm. Quindi
0 dt Op 00 00 -1
pEme =g =9"p, 9" = (900) (4.5.1)
A=1—ry/r,p° = A~1Em. Mentre
dy Lm
P L g, — 4.5.2
PP =ms =9, = 5 (4.5.2)
¢ d
r
p"=9"pr = Ap, = Am— (453)
ds
con p? = 0. Sostituendo tutto nella relazione Pupt = m? si ottiene
ar\? AL?
— ) =F*-—--4 4.5.4
<ds > r2 ( )

Il moto & possibile se E >V (r) = A(L?/r? +1).

La metrica di Schwartzschild & descritta da coordinate (t,r, 6, @) che sono associate a osservatori posti a
grandi distanze dalle sorgenti e non si prestano bene a descrivere gli eventi per < r,. Dobbiamo quindi
scegliere un set di coordinate appropriato.

4.6 Coordinate di Kruskal-Szekeres

Le coordinate di Kruskal-Szekeres sono un set di coordinate (u, v, 6, ) in cui la parte angolare rimane
invariata e (u,v) sono legate alle vecchie (¢,7) da

1/2
t
<T — 1> e"/?"s cosh o

u

Tg Tg
1/2
v = <7‘ — 1> e"/?"s ginh L (4.6.1)
Ty 2rg

perr > 1y e

1/2
t
u = (1 — T) e"/?"s sinh o

Tg Tg
1/2
4
v= <1 - T) "2 cosh — (4.6.2)
Tg 2r,

per r < ry. Con questo cambio di coordinate

3
ds® = 4%677“/7«9 (dv? — du?) — r2dQ? (4.6.3)

abbiamo eliminato la singolarita a r = r,. Considerando i moti radiali (d©2 = 0), il cono luce (ds? = 0) &
dato da dv = £du. Quindi in queste coordinate il cono luce si mantiene a 45° indipendentemente da r.
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Studiamo adesso il moto di un corpo: le linee di universo nel piano u — v a r = costante sono delle
iperboli con segno dipendente da r 2 ry, mentre le linee di universo a ¢ = costante sono date da

t
v tanh —
u 2ry

quindi sono delle rette. Per r < rg, la causalita impone che il corpo si muova verso regioni dove r
diminuisce, quindi il corpo non puo piu tornare indietro: r = r, rappresenta l’orizzonte degli eventi.

4.7 Buchi neri rotanti

Consideriamo adesso soluzioni delle equazioni di Einstein che tengono conto di un’eventuale rotazione
della sorgente, ossia senza simmetria sferica. La soluzione stazionaria per sorgente rotante nel vuoto
(R, =0) ¢

ds? = gagdmo‘dmﬂ, = (t,r,0,9)

in cui gli elementi non nulli della metrica sono dati da

TqT
gt = 1 — %
Grr = _ﬁ

A
9o = *Pz

2
Jpp = — <r2 +a® + % sin? 9) sin? 6

TgTa

=T sin? 0 (4.7.1)

dove

A:rQ—rgr—i-aQ

p® =7r?+a’cos® (4.7.2)

e a ¢ un nuovo parametro. Osserviamo innanzitutto che per a — 0 ritroviamo la metrica di Schwar-
tzschild. Calcoliamo adesso le quantita rilevanti. Dallo pseudotensore ricaviamo il quadri-impulso, la cui
unica componente non nulla & p® = r, /2. Si pud calcolare in questo caso anche il momento angolare, che
¢ diretto lungo 6 = 0: J = p°a, dove a & un vettore diretto lungo 6 = 0 e avente modulo a.
Consideriamo adesso un corpo che si muove in direzione radiale proveniente dall’infinito con momento
angolare nullo. Sappiamo che in questa metrica si conservano separatamente py e p, (la metrica non
dipende esplicitamente dalle due coordinate associate):

de
PP =mo= = 9% = 9% pepy + 9% po
dt
0 __ _ tt et
=-m— =
p ds 9" Po+ 97 Py
All’infinito
Py = gtptppw + gtcppo = GppPy (473)
perché gy, ~ 1/r* — 0. Allora
do _p? _g” rgra

= =7 _ 4.74
dt — p° g p2(r2 4+ a2) + rrya? sin? 0 ( )

quindi il corpo ha acquistato una velocita di rotazione non nulla.

Nel limite r4 — 0 ci aspettiamo di trovare spazio piatto, pero quello che si trova e uno spazio piatto con
coordinate ellissoidali.

Notiamo che vi sono due regioni particolari: una in cui g;; = 0, che corrisponde a p? — rgr = 0, e un’altra
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in cui g~ = 00, che corrisponde a A = 0. Vi & inoltre un’ulteriore singolarita propria dello spazio-tempo
p =0 (analoga a quella r = 0 per la metrica di Schwartzschild, infatti per a — 0 p — r). Consideriamo
le prime due singolarita

2

p*—rgr =0 =  r=reu= %g + \/(2‘") —a?cos? 6 (4.7.5)
2

A=0 = r:rw:%g+ (%g) — a? (4.7.6)

La superficie a 7 = rg; € un ellissoide, mentre quella a r = rq, € una sfera. Le due superfici sono tangenti
ai poli § = 0, 7. Resta da capire quale delle due superfici descrive 'orizzonte degli eventi. L’orizzonte &
fisicamente definito come una superficie in cui i corpi possono entrare ma dalla quale non possono uscire.
Consideriamo una generica ipersuperficie f(z#) = C. La normale alla superficie & data da

_9r

n ==
o dgn

Una ipersuperficie si definisce nulla se n,n* = n,g"'n, = 0. Dato che per definizione di normale,
dz#n, = 0, su un’ipersuperficie nulla si ha dz*dz, = 0. Questa rappresenta proprio l'equazione del
cono luce. Quindi, per identificare 'orizzonte & sufficiente che un braccio del cono luce si appoggi
all’ipersuperficie. Matematicamente, quindi, 1’orizzonte ¢ un’ipersuperficie nulla.

Allora bisogna verificare quale tra le due ipersuperfici rqo; e 7, verifichi la relazione

af of
4 =
Ozt dxv 0 (47.7)

Siano

f(r,0)=r—rop=0
fry=r—rp.=0

le due ipersuperfici candidate. L’unico termine che sopravvive nell’equazione (4.7.7) & quello in ¢"", dato
da g™ = A/p%. Questo si annulla per A = 0, ossia quando 7 = rg,. Concludiamo quindi che r = rg, &
I'ipersuperficie che caratterizza 1’orizzonte degli eventi per questa metrica.

La zona compresa tra le due superfici prende il nome di ergosfera. In questa zona si ha gy < 0 e quindi
non & possibile avere una linea di universo a r, 6, ¢ costanti, cioé non & possibile tenere il corpo fermo, in
quanto si arriverrebbe a un ds? < 0, violando la causalita.

Tuttavia, nell’ergosfera ¢ possibile aumentare o mantenere costante r. Scriviamo allora la metrica come

2 2
ds® = | gu — Jte dt? + gprdr? + gpedf? + o (d(p + gwdt) (4.7.8)
oo Yo

11 coefficiente del dt? nell’ergosfera ¢ sempre positivo, quindi & possibile scegliere una linea di universo in
cui tutti gli altri termini siano nulli, ossia dr = df = 0, a patto di scegliere

do _ 9 (4.7.9)
de oo

Quindi possiamo avere nell’ergosfera una linea di universo a r, 6 costanti, ma il corpo deve ruotare con
velocita angolare ¢ = —gi,/ 9o

In conclusione, un’altra quantita utile da calcolare € I’area dell’orizzonte. Per calcolarla, restringiamo la
metrica alla superficie r = rq,. e calcoliamo

/%‘j\/jgdxidxj

Si ottiene quindi
Ap, = 4n(rd, +a?) (4.7.10)

32



Capitolo 5

Radiazione gravitazionale

5.1 Approssimazione lineare

Le equazioni di Einstein, come si ¢ detto, non sono lineari. Tuttavia, supponendo che 'effetto delle onde
gravitazionali sia una perturbazione dello spazio-tempo, possiamo tentare un’approssimazione lineare
scrivendo:
Guv = Nuv + h/u/

Vediamo 'ordine di grandezza: assumendo un collasso di un oggetto di massa 100 volte quella solare a
distanza 1022 m, si ha, in unitd geometriche

rg  100Mg
o

h ~ ~ 10717

Quindi h & estremamente piccolo e questo giustifica I’approssimazione lineare. Si puo interpretare la
scrittura 7, + h,, anche come uno spazio piatto in cui vive un campo gravitazionale a due indici che si
comporta come un tensore rispetto alle trasformazioni di Lorentz.

Partiamo dall’equazione di Einstein

1
R, — §9WR =8rGT,,

Sappiamo che R = —87GT¥,. Possiamo riscrivere allora I'equazione come
1
R,, =87GS,,, S =Ty — §gWT)‘)\ (5.1.1)

Sviluppando il tensore di Ricci in potenze di hj,, il primo ordine non banale ¢ proprio quello lineare in
hy. e si scrive come

1
Ry = 5 [Ohy — 0x0uh*, — 030 1>, + 0,0,h™, ] (5.1.2)
In approssimazione lineare, il tensore energia-impulso verifica 9,7"*” = 0, oppure, in termini di S,
14 1 174
0SS — 58 St =0 (5.1.3)
L’equazione allora diventa
Ok — 020uh*, — 030, 1, + 8,0,hy = 167GS,, (5.1.4)

Dobbiamo perd fare attenzione: se eseguiamo una trasformazione di coordinate z# — T = z# 4 #(x),
con € < 1, la Relativita Generale impone che

_ 0z o0z’
I = oz o
con EW = hu — Ou€, — Oveyu. Se € & piccolo, allora EW ¢ piccolo come hy, e quindi questi saranno

equivalenti. Concludiamo che la linearizzazione presenta un’invarianza per trasformazioni di gauge

Py — by = by — 060 — Oye, (5.1.5)

Jap = Nuv + Euy

con €* arbitrario.
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5.2 Gauge armonica

Possiamo dunque scegliere la gauge piu conveniente; in questo si tratta della gauge armonica, che consiste
nello scegliere le coordinate in modo tale che g“”Ff),j = 0. In termini di h,,, la gauge armonica si scrive
come

nv s
1
Ouh'y = SON", = 0 (5.2.1)

Se questa relazione e soddisfatta, allora tutti i termini del primo membro, tranne il primo, sono nulli.
Rimaniamo quindi con
Ohy = 167GS,,0

X (5.2.2)
auh”)\ - iaAhMH = 0

la cui soluzione, (in approssimazione di campo debole siamo in grado di distinguere le coordinate spaziali
da quella temporale) &

(t =[x = x'|,x')

SI/V
Ry (t,x) = —4G/d3x’ : x— ] -+ omogenea (5.2.3)
Dove omogenea si riferisce alle soluzioni dell’equazione
Ohu =0
(5.2.4)

1
@Lh“)\ - iaAhuu == 0

Prendiamo per questa come set completo di soluzioni le onde piane. Allora la soluzione sara una
sovrapposizione di onde del tipo
. A
Ry = eue” ™ +he. (5.2.5)

dove e, & I’analogo della polarizzazione per il campo EM. Sostituendo la (5.2.5) nell’equazione d’onda,
si trova che essa e soluzione se e solo se il vettore d’onda soddisfa

ky ki =0 (il gravitone ha massa nulla) (5.2.6)

La polarizzazione e,,,, € un tensore simmetrico e di base avrebbe 10 componenti. Imponendo la condizione
proveniente dalla gauge, si ha
1
BT ook —

kuet, 2/@6 u=0 (5.2.7)
Queste sono quattro equazioni, quindi il numero di gradi di liberta si riduce da dieci a sei. In addizione,
possiamo osservare che ¢’¢ ancora una certa liberta di scelta: fissare la gauge non determina univocamente
hyuw, quindi la descrizione ¢ ancora sovrabbondante, in quanto si possono eseguire trasformazioni di gauge
rimanendo ancora all’interno di essa. In particolare, se eseguiamo la trasformazione

By = Wy = hyw — B — Dye

. . . . — v .
con e, = 0, allora hj,, rimane ancora nella gauge armonica. Se scegliamo ¢, = ia e ke gi ha

e, = 0 e concludiamo che il sistema presenta invarianza per la trasformazione
o
€y — € = €y — kya, —kya, (5.2.8)

con a,, arbitrario. Anche queste sono quattro equazioni, pertanto il numero di polarizzazioni indipendenti
si riduce, come al caso dell’elettromagnetismo, a due soltanto. Questo ci consente di scrivere il tensore
e, in gauge trasversa, ossia nella forma minimale

(5.2.9)

epy =

O O OO

S Qa0 O
4

O O OO
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con c¢,d unici parametri liberi. Si scopre inoltre che le due soluzioni indipendenti della polarizzazione
hanno spin +2.
Consideriamo adesso una massa test in questa soluzione, che si muove con equazione

du®

K + I‘fjuu“u” =0 (5210)

Supponiamo che u#|;—o = (1,0,0,0). Allora ’equazione precedente diventa

du®

t=0

e dato che I'§, = 0 si ha 2% = cost.

Sembra apparentemente che non succeda nulla, ma questo & dovuto al fatto che abbiamo scelto delle
coordinate solidali con il moto. Per capire cosa succede realmente consideriamo due particelle a distanza
e i =(0,0,0) e 24 = (€,0,0), con € < A, lunghezza d’onda dell’onda gravitazionale, inizialmente ferme.
Scriviamo quindi

de? = ’yijdwidxj = 11€2 - D o \/y11€ =2 /1 — hy1€ (5.2.11)

Poiché abbiamo visto che hy; ~ 10723, possiamo sviluppare al primo ordine la radice:

1 1 . )
D~¢e— §h11€ =¢c— ieue““z_z“t (5.2.12)

Quindi la distanza fra le masse varia nel tempo ed ¢ proporzionale a eq7.

Trasporto di energia

Partendo dall’espressione dello pseudotensore energia-impulso in metrica oscillante, si dimostra che,
all’ordine piu basso, la quantita

kuky (. . 1
{t) = 1ng <emep - 2|epp|2> (5.2.13)

¢ un invariante di gauge (i termini oscillanti si mediano a zero su tempi molto maggiori del periodo di
oscillazione).

5.3 Irraggiamento gravitazionale

Riprendiamo la soluzione

Syt = x = x|, )
Ry (t,x) = 4G/ £ ] d3x’ (5.3.1)
1
S/,LV = T[LV - ig/luTA,\

e cerchiamo soluzioni a frequenza fissata, T,,, (t,x) =T, (w,x)e”** in approssimazione di zona d’onda:
) L ) w 9 )

e r>R
1
e r>>)\=—
w

e 7> Riw,dacui[x—x|~[x|-x-x=r—x"-%
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Allora

—i(t—|x—x|)w

h —4G/d3 S (. X)c
py =

|x — x|

_ dSX/ e—w}(t r) SHV (w . )e—zwxx

r
—iw(t—r) ~ .
45— /d3x' S (w,x")em X
T
efiw(tfr) ~ R
— 16— S () k = wk (5.3.2)

. N . —7 I . . .
Questo risultato puo essere interpretato come e, e ikt con ey variabile (onda piana modulata). La
potenza irraggiata per unita di angolo solido sara quindi

dP ~ 1
T/W (w7 k) - 5

Guw?
_— = 0 = —_—
aq TP =—

Ty o h? = </ dw N (w,x)ei“’t> </ dw' h (w’,x)ei“’,t>

e in teoria dovrebbero figurare anche i termini misti. Se pero supponiamo che esista un wyj, e mediamo
su T = 1/wmin, 1 termini misti si mediano a zero.

T\ (w,k)

2
] (5.3.3)

Notiamo che

Possiamo riscrivere la (5.3.3) notando che I'equazione 9,T*” = 0 in trasformata diventa k, T ** = 0,
per cui i termini T% possono essere espressi in termini dei T, ottenendo

dP Gw

o= [Aiﬂm(k) T*; (@, Kk) Tim (w, k)} (5.3.4)

\%4
Se wR < 1, con R dimensione lineare caratteristica della sorgente, allora t = R, w = e e quindi la
c

v
condizione wR < 1 equivale a — < 1 (approssimazione non relativistica).
c

5.4 Approssimazione di quadrupolo

In approssimazione non relativistica, non si ha irraggiamento gravitazionale di dipolo. Pe ricavare la
potenza irraggiata in approssimazione di quadrupolo, usiamo le seguenti relazioni:

1. Per wR < 1, ™% ~ 1 al primo ordine, quindi
;’ij (w, k) = /d3x el ZN}-j (w,x) ~ /d?’x ZN’U (w,x) (5.4.1)

~

2. 0;0; T (w,x) = —w? Too (w,x), infatti
9,T" =0 = 0T =iwT%
0;0; T" =iwd; T% = —w? T (5.4.2)
3. Infine
/d3x 228,80, T W, x) = 2/d3x T I (w,x) ~ 2 ;ij (w, k)
= —wz/d?’x z'z? Too (w,x)
Eguagliando otteniamo quindi

2 ij (w,k) = —w2/d3x 227 Too (w,x) (5.4.3)
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Nel limite non relativistico Tyo rappresenta la densita di massa, quindi possiamo scrivere
2Ti; (w,k) = —WQ/d?’X 'a? P (w,x) = Dij(w) (5.4.4)

dove D;; e il momento di quadrupolo del sistema. Si ottiene per la potenza totale emessa da una sorgente
limitata in approssimazione non relativistica di quadrupolo la seguente espressione:

dpP 2GWS [, 1
P= [ —dQ=-— [Dij(w)Dij(w) - g|D”.|2 (5.4.5)

Esempio. Consideriamo una stella binaria che ruota con velocita angolare 2. Siano dati la distribuzione
di massa T%(x,t) = p(x’) e le coordinate del sistema ruotante:

x1 = x} cos Ut — ! sin Ot

xg = ) sin Qt + x}, cos Ot
Dobbiamo quindi calcolare i quadrupoli
Dij(w) = /dSX T;x; T O w,x) = /d?’x ;T /dt e“p(x’)
e provare a scriverli in termini del momento di inerzia
I; = /d3X ;x5 p(X)
Facendo i conti, si ottiene
Dy = i(]m — I52)0(w — 29)

da cui si evince immediatamente che la frequenza di emissione, in approssimazione di quadrupolo, e
doppia rispetto a quella di rotazione. La potenza sara invece

36 GQO
P=""" (I, — I)?
5 5 (I11 — I22)
Per un unico oggetto ruotante, si ha invece
32 GO
PQQ — s = 2R4

dove R ¢ il raggio dell’oggetto.

I sistemi binari perdono energia per irraggiamento gravitazionale. Dunque, un’evidenza indiretta delle
onde gravitazionali ¢ data dalla variazione del periodo di rotazione. Proviamo a stimare questa variazione
usando le seguenti relazioni:

1. Q2R3 = 2G'm (in regime non relativistico, valgono le leggi di Keplero)

Gm?
2. F=—
2R
dE
3. —=-P
dt
Dato che T' (periodo) = 27/Q, allora |T'| = /2, inoltre
p-—— T e
5 (2Gm>
02
dE 2 .
207130
dt 3

eguagliando quest’ultima relazione a — P, possiamo ricavare ). Risolvendo infine ’equazione si trova la
relazione (verificata sperimentalmente):
T T7°/3
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Capitolo 6

Cosmologia

6.1 Modelli cosmologici

Le osservazioni dell’'universo portarono alla formulazione del cosiddetto principio cosmologico, che asse-
risce che I'universo sia isotropo ed omogeneo (almeno su grandi scale di distanza). Questo principio &
ovviamente un’approssimazione, supportata principalmente dalla radiazione cosmica di background (una
sorta di fotografia dell’'universo ai primi istanti di vita), che mostra appunto una struttura omogenea ed
isotropa.

Un universo siffatto tuttavia non spiegherebbe la dinamica non banale, come ad esempio la legge di
Hubble, che afferma che gli oggetti si allontanano dalla Terra con una certa velocita. A t fissato, pero, in
virtu dell’omogeneita, tutti i punti sono equivalenti e mostrebbero una simile dinamica. Questa velocita
di allontanamento ¢ proporzionale alla distanza.

Un modello cosmologico deve quindi tener conto di:

1. Principio cosmologico

2. Legge di Hubble, v = H/

6.1.1 Modello a curvatura positiva

Come conseguenza del principio cosmologico, & possibile definire un tempo ¢ tale che a ¢ costante il sistema
presenti simmetria per rotazioni e traslazioni. Isolato il tempo, nella metrica non possono figurare termini
misti spazio-temporali in virtu di questa invarianza, per cui

ds? = dt* — d¢?

con d¢? tale che a t costante rappresenti uno spazio omogeneo ed isotropo. Per costruirlo, supponiamo
che vi sia una quarta dimensione spaziale z* tale che

4 4
e, = (da')?, > @)’ =R’ (6.1.1)

i=1 i=1

con R costante. Cio descrive l'ipersuperficie tridimensionale di un’ipersfera quadridimensionale. Diffe-
renziando il vincolo, otteniamo la relazione

4
> atda’ =0 (6.1.2)
i=1

Quindi
ridat = — indxi, (z")? = R* - Z(JCL)2 (6.1.3)
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Per cui il d¢? si pud scrivere come

(rlda! + 22d2? + 23d2?)? P
R =@ - @ = o e (61

de? = (dz)? + (dz?)? + (d2®)? +

Possiamo adesso calcolare il tensore di Riemann (spaziale) P;jk; in un punto qualunque, visto che sono
tutti equivalenti. Ad esempio nell’origine, dove la metrica si semplifica in

Tilj

e =6 — 2 (6.1.5)
Dal tensore di Riemann, ricaviamo quindi la curvatura scalare:
6
P= 2 >0 (6.1.6)

da qui si evince che il modello ¢ a curvatura positiva. In presenza di simmetria sferica, conviene tuttavia
usare coordinate polari (r, 0, ¢):

_ dr?

- 1—1r2/R2
Esiste un altro set di coordinate ancora piu convenienti: ponendo r = Rsiny, 0 < x < 7 e lasciando
invariante le altre coordinate, la metrica diventa

de? + r2d0? (6.1.7)

d¢* = R? [dx® + sin® xdQ?] (6.1.8)

La coordinata r che figura nella metrica (6.1.7) non rappresenta la distanza dall’origine; infatti questa &
data da

" dr’ T
————— = Rarcsin—= >r
o 1-—(r"/R)? R
Concludiamo che r non ¢ la distanza dall’origine, ma dall’asse di simmetria. Ci chiediamo adesso se in
questo modello 'universo sia finito o meno: per rispondere, dobbiamo calcolarne il volume come

™ ™ 2m
Vv :/ dx/ d9/ dov/—y (6.1.9)
0 0 0

dato che /=y = R3sin? ysin 6, otteniamo

™ ™ 2m
V= R3/ sin? y dx/ sin @ d9/ de = 21 R3 (6.1.10)
0 0 0

Quindi il volume & finito in questo modello.

6.1.2 Modello a curvatura negativa
La metrica in questo modello ¢ data, in coordinate polari, da

dr?

= — _
1+72/a?

+ r2dQ? (6.1.11)
Ancora una volta, siamo in presenza di spazio isotropo ed omogeneo, la cui curvatura scalare & data da
P=—-—<0 (6.1.12)

a
e quindi si tratta di uno spazio a curvatura negativa. Scrivendo r = asinh x, x € [0, o], otteniamo una

metrica simile alla (6.1.8):
de? = a®[dx? + sinh® xd0?] (6.1.13)

Il modello, come si puo verificare, ha volume infinito, e la distanza dal centro & data da

LT
= garcsinh — < r
a

T d,r/
/o VIt (a2
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6.1.3 Modello a curvatura zero

Un modello intermedio tra i due appena visti ¢ il modello a curvatura zero, la cui metrica ¢ data da
df? = a*[dx? + x2d0?] (6.1.14)

In questo caso la variazione di a da luogo alla dinamica prevista da Hubble. Trattandosi di spazio a
curvatura zero, € uno spazio piatto ed il suo volume & infinito.

Ritornando allo spazio-tempo, abbiamo quindi

sin? ydQ? (k=1)
ds? = dt? — a? |dx® + { x2d02 (k=0) (6.1.15)
sinh? xdQ? (k=-1)

La cinematica ¢ pertanto data da una dipendenza a = a(t). Nell’'universo ¢ presente la materia, percid
la dinamica e fornita dalle equazioni di Einstein.
Approssimiamo inizialmente la distribuzione di materia come un fluido perfetto:

Top = (€ + P)uatp — pYap (6.1.16)

L’inserimento della materia, tuttavia, deve essere compatibile con le simmetrie dello spazio che abbiamo
assunto: in particolare, I'inserimento di un vettore romperebbe qualunque simmetria, quindi imponiamo
che uq = (y/g00,0), affinché uaupg®® = 1. Sappiamo che, in generale, ¢ = e(z#),p = p(z#), perd
anche in questo caso, una dipendenza dalla parte spaziale romperebbe la simmetria. Inoltre possiamo
assumere che la materia abbia una pressione bassa (modello a polvere) trascurabile. Alla luce di queste
considerazioni ed ipotesi, il tensore energia-impulso diventa

Top = €(t)uqug, U = (1v/900,0) (6.1.17)

Introduciamo il tempo conforme n definito da dt = adn. Adesso si ha (fissiamo uno spazio chiuso, ossia
curvatura positiva):
ds? = a?[dn?* — dx? + sin? xdQ?] (6.1.18)

Con questa metrica, risolviamo le equazioni di Einstein
1
Rop — §Rga5 =81GTyp

Delle dieci equazioni, soltanto due sono indipendenti, mentre le altre otto saranno ridondanti. Scegliamo
pertanto

0 1 0 3 [, d%
R [ §R =8rGT 0 — E a” + di’f]Q = 81(Ge (6119)
1 4 1 2
DT =0 ., Lolad) leda (6.1.20)

Le soluzioni di questo sistema sono date da (C, D costanti):

a(n) = ag(l — cosn)
e(n) = D(n — sinn)
t(n) = ao(n — sinn) (6.1.21)

Nota. Il ¢ che figura nelle metriche viste & un vero e proprio tempo, detto tempo cosmologico, e corri-
sponde al tempo misurato da un osservatore solidale al moto.

Osserviamo che fino per tempo conforme 0 < 1 < 7, a aumenta, cio¢ I'universo & in espansione (Big

Bang), mentre per m < 7 < 2, 'universo collassa (Big Crunch). La singolarita a t = 0, cioe il Big Bang,
non ¢ eliminabile, quindi andando indietro nel tempo si trovera sempre il Big Bang.
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Se adesso risolviamo le equazioni di Einstein, nelle stesse approssimazioni, in uno spazio a curvatura
negativa, ritroviamo sempre che ea® = costante, e otteniamo come soluzioni

a = ag(coshn — 1)
t = ap(sinhn —n) (6.1.22)

a in questo caso non & piu periodico, ma cresce indefinitamente. In un modello a curvatura negativa,
quindi, 'universo continua ad espandersi.

6.2 Legge di Hubble

Le osservazioni sperimentali dicono che I'universo € in espansione, ma come si puo capire se siamo in uno
spazio chiuso oppure in uno aperto?
Nella nostra descrizione dell’'universo, abbiamo assunto che la materia sia solidale all’'universo, ossia che
abbia coordinate costanti. Nonostante cio, le distanze tra gli oggetti possono variare nel tempo. Il d¢? &
dato, in generale, da
sin? x
dl? = v;;dz'de? = a® [dx® + x> dn? (6.2.1)
sinh? y
Consideriamo due punti infinitesimamente vicini, e uno di questi lo poniamo nell’origine (possiamo
sempre farlo in virtl delle simmetrie dell’universo date dal principio cosmologico). Questa scelta fa si
che, nel calcolo delle distanze, non si debba considerare la parte angolare. Allora la distanza tra i due
punti sara
dl = ady (6.2.2)

Nel nostro caso, dy rimane costante e quindi i punti rimangono gli stessi, ma, essendo a funzione del
tempo, la distanza fra di essi cambia. Per estendere il discorso a distanze finite, possiamo integrale la
relazione infinitesima (6.2.2), ottenendo ¢ = ax; questa integrazione deve essere perd istantanea (i.e. la
misura fatta allo stesso tempo) e vale per distanze £ piccole rispetto alle scale di lunghezza caratteristiche
dell’universo. Derivando rispetto al tempo cosmologico, otteniamo la velocita di allontanamento:

d/ d da 1da
=—=—(ax)=x- = xa —— = H! (6.2.3)
dt dt dt \E,Z-/ a_(:lt

dove H & la costante di Hubble (costante rispetto allo spazio, ma non nel tempo). L’introduzione di H
ci consente di asserire che I’estensione al finito & valida fintanto che ¢ < H~'. Quindi H~' rappresenta
la scala di lunghezza caratteristica dell’universo e dipende dal tempo. Alcuni numeri:

H ' ~14-10° anni
cH 1 ~10®m

Assumendo adesso di aver misurato H, siamo in grado di distinguere fra spazio aperto e chiuso. Infatti,
le soluzioni delle equazioni di Einstein possono essere scritte nella forma

1 &G

pol %e — H? spazio aperto (6.2.4)
1

poi H? - SgGe spazio chiuso (6.2.5)

Dato che 1/a? > 0, anche il secondo membro, in entrambi i casi, deve essere positivo. Pertanto, dal
confronto tra H e e riusciamo a capire in che tipo di spazio siamo. In particolare, si definisce una densita
di energia critica

_ 3H?

=gl 107 g-.cm™® (6.2.6)
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tale che, se € > €. abbiamo spazio chiuso, se € < €. abbiamo spazio aperto, e se € = ¢, abbiamo spazio
piatto.

Considerando tutta la materia adronica e la materia oscura presente nell’universo, si ottiene un valore
della densita di energia dell’universo che ¢ circa il 30% del valore critico. Questo suggerisce che € < ¢,
e quindi 'universo continuera ad espandersi indefinitamente. Tuttavia, le evidenze sperimentali suggeri-
scono che ci troviamo in uno spazio piatto. Il 70% mancante ¢ probabilmente dovuto a quella che prende
il nome di energia oscura.

6.3 Red Shift Cosmologico

Vogliamo studiare la propagazione della luce tra due punti a coordinate costanti. Per via dell’isotropia,
possiamo fissare il primo punto nell’origine e quindi, per quanto riguarda lo studio della propagazione
della luce, e sufficiente limitarsi a considerare le coordinate radiali e temporali. In particolare, segue che
la propagazione della luce non dipende dalla curvatura dello spazio (che entrava in gioco nella metrica
nel termine proporzionale a dQ2.

Sappiamo che I’equazione di un segnale luminoso & data da ds? = 0, cioe

dn = +dx (6.3.1)

Se dal punto di coordinate x parte un segnale luminoso al tempo (conforme) 7y verso l'origine, esso
arrivera all’origine al tempo 79 + ¥, e in generale, integrando la (6.3.1)

n="1n0EXx (6.3.2)

Supponiamo adesso che l'oggetto in x emetta luce con frequenza wy: questa frequenza, se associata al
tempo conforme, rimane costante in quanto tutti i picchi del segnale impiegano lo stesso tempo x ad
arrivare all’origine. Chiamiamo adesso 7y il tempo conforme al giorno d’oggi e indichiamo con 79 — x
Iistante di emissione di un fascio luminoso da parte di una sorgente posta a distanza x dall’origine.
Nonostante in termini di tempo conforme, la frequenza wy rimanga costante tra i due punti, nel tempo
cosmologico essa cambia in quanto all’istante di emissione 19 — x la relazione tra i due tempi e dt =
a(no — x)dn, mentre all’istante di ricezione essa & diventata dt = a(n)dn. Concludiamo allora che

Woss _ a(nO - X)
wo a(no)

<1 (6.3.3)

In quanto, in fase espansiva, n < ' = a(n) < a(n’). La radiazione allora risulta sempre spostata
verso il rosso. Consideriamo adesso il rapporto (wy — wess)/wo, che possiamo scrivere per quanto detto,
nel limite xy < Hj ! come

- Woss - 1 (9
Wo—Woss _y_almo—x) 4 _ a(no) — x 2°
wo a(mo) a(mo) |,
1 OJa
= - — 6.3.4
Xa’(no) (12(770) an - ( )
¢
Hy
da cui ritroviamo la legge di Hubble:
= 0T Yo g (6.3.5)
wo

Se manca la condizione x < Hy ! allora bisogna usare la formula esatta:

Wem _ (foss)
14+ 2= = 6.3.6
Woss a(tem) ( )

Nella fase espansiva, 1'universo osservabile ¢ solo una frazione di quello totale, sia nel caso di spazio
aperto che in quello di spazio chiuso, quindi non ¢ possibile distinguere tra i due spazi.
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6.4 Cosmologia moderna

Nella cosmologia moderna, i cardini fondamentali sono:

1. Assunzione del principio cosmologico. La cinematica sara pertanto data da

2

ds? = dt* — a*(t) +72d0?| k={-1,0,1} (6.4.1)

1 — kr?
2. Materia modellizzata da un fluido perfetto. Il tensore energia-impulso sara quindi
Tuy = (€(t) +p(t))uuuu - p(t)guu (642)
3. Dinamica fornita dalle equazioni di Einstein lievemente modificate:
1
R, — §Rg,“, =81GT,, + Aguw (6.4.3)

dove A ¢ la costante cosmologica (vedremo piu in avanti che sara legata alla dark energy)

Maneggiando le equazioni di Einstein, si ricavano delle equazioni note come equazioni di Friedmann-
Lematre:

81G A &
2 _
i AN 4nG
¢o = —3H (s + pa) (6.4.6)

Il pedice = indica eventuali diversi contributi alla densita di materia e alla pressione (i.e. materia
ultrarelativistica, cioé radiazione, materia fredda, etc...). Abbiamo gia visto nel caso di gas perfetto che
la pressione e proporzionale alla densita di energia, possiamo quindi estendere la condizione e scrivere
p(t) = we(t) con 0 < w < 1/3. Distinguiamo quindi i vari tipi di materia a seconda del valore di w: per
materia fredda w = 0 e per materia ultrarelativistica w = 1/3. Possiamo inoltre interpretare localmente
il termine Ag,, come

A O 0 0
0 -A O 0
0 0 —-A O

0 0 0 -A

da confrontare con I'espressione del tensore energia-impulso:

e O 0 0

0 we O 0
T = 0 0 we 0

0 O 0 we

Possiamo pertanto affermare che il termine Ag,, rappresenta in qualche modo una sorta di materia
che ha pressione negativa, i.e. w = —1. Nonostante questa affermazione sia controintuitiva, si evince
la necessita della presenza della costante cosmologica nelle equazioni se riscriviamo ’equazione (6.4.5)

tenendo conto di p = we:
a A 4nG

-—=—= - — 14 3wy)e 6.4.7
Se non vi fosse A, allora la precedente equazione implicherebbe @ < 0, cio¢ I'universo & in fase di
decelerazione. Tuttavia, le osservazioni sperimentali ci dicono il contrario, ossia d > 0, quindi si rende
necessaria la presenza di una correzione alle equazioni standard.

L’equazione (6.4.4) puo essere riscritta invece come (il pedice 0 indica che la quantita & calcolata al giorno
d’oggi)

= H3(Qn +Qr +Qp — 1) (6.4.8)

Sl =
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dove

Q,, = €0,m Q, = €0,r
€0,c €0,c
A 3H2
O = - e = —= 6.4.9
Y2 e = 8rG (6:4.9)

Se una misura dei vari contributi alla densita di massa restituisce dei valori per cui Q,, + Q, + Qp =1,
allora dall’equazione (6.4.8) segue necessariamente che x = 0, ossia lo spazio & piatto.

Identificando la costante cosmologica come un tipo di materia avente pressione negativa, possiamo definire
un tensore energia-impulso associato:

A
Vo= ——0" 6.4.10
A= geGH ( )
.. .. A R .
da questa definizione, si ottiene T} ,,, = 3G Juv, che appunto puo essere interpretato localmente come
T
il tensore energia-impulso di un tipo di materia avente p = —e, cioe w = —1. Questo tipo di materia puo

essere modellizzato tramite una teoria di campo classica:

L= % 606 — V() (6.4.11)

1
V(9) = Vo + gm*¢® + uo’ + -
Il tensore energia-impulso associato ¢ dato da
a( _gﬁ) v v v 1
Ty = Y222 ggw — T = 8,0 ¢ — o, 58@8% —V(e) (6.4.12)

Se assumiamo che in un certo lasso di tempo a dominare sia il termine costante del potenziale (termine
di vuoto), allora
Vo v
T, =~ V05u

quindi il termine di vuoto V{ gioca il ruolo di costante cosmologica.

6.4.1 Evoluzione dell’universo

Cerchiamo adesso soluzioni approssimate alle equazioni di Friedmann-Lematre. La prima approssimazio-
ne ¢ quella di cercare soluzioni a tempi piccoli rispetto alle scale tipiche di tempo dell’universo. Allora,
dall’equazione

ér = —3H(1 +w,)e, — €p = a—30Fws) (6.4.13)

Quindi abbiamo €, = a~3 per materia fredda (w, = 0) e €, = a~* per la radiazione (w, = 1/3). Invece,
nell’equazione

w| >

K

2

H ==Y ep— — +
a

per tempi piccoli a(t) — 0, e quindi nel secondo termine domina il primo termine. Trascurando gli altri,
e nell’ipotesi w > —1/3, risolvendo 1’equazione approssimata

.\ 2
o= (a> ~ 871G atw.) (6.4.14)
a 3
si ottiene
a(t) ~ 2/ (B0+wa) (6.4.15)
¢ 2 1
H) = — = = 6.4.16
®) 3(1+wy) t ( )
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Notiamo che la costante di Hubble diverge andando indietro nel tempo. A tempi piccoli, € lecito aspettarsi
che domini la radiazione, i.e. w, = 1/3, per cui

a(t) = t*/?
H(t) = % (6.4.17)

Assumiamo che ad un certo punto domini la costante cosmologica nel secondo membro dell’equazione di
Friedmann-Lematre. Allora si avra

= A
3

a(t) = etVA/3 (6.4.18)

Adesso la costante di Hubble & costante anche nel tempo e a(t) aumenta esponenzialmente (paradosso
dell’inflazione).
Consideriamo adesso la prima delle equazioni di Friedmann-Lematre calcolata al giorno d’oggi, riscritta
nella forma (6.4.8). Sappiamo che se Q,, + Qg + Q5 = 1, allora lo spazio & piatto. Mettiamo un po’ di
numeri: in unita naturali,

Hi' = 1.3 x 10%° m = 14 miliardi di anni (6.4.19)

mentre il valore critico della densita di energia e

3H?
€ = ﬁ =5x10"%GeV-cm™® (~ cinque protoni per metro cubo) (6.4.20)
7r

Per la materia barionica otteniamo, calcolando ¢,,,

€
QO = = ~0.045
€c
La materia barionica osservata (cioé quella che interagisce EM, debole e forte) & molto poca rispetto a
quella che ci si aspetta studiando ad esempio il moto delle galassie. Esiste quindi un tipo di materia che
interagisce solo gravitazionalmente, detta dark matter. Il suo contributo a €2, € stato quantificato in

uno 0.22, quindi otteniamo
Qn, = 0045 +0.22 (6.4.21)
~—— ~—~

barionica dark

Per quanto riguarda la radiazione, I'universo puo essere considerato come un enorme corpo nero che
emette alla temperatura T = 2.7 K. Da questa temperatura, si puo risalire alla densita di energia,

ottenendo c
Op=-L~10°<Q,, (6.4.22)

€c

e quindi il suo contributo e trascurabile. Passando al termine cosmologico, il valore della costante
cosmologica si puo ricavare dalla misura di d/a. Al 2012 si ha quindi

A
Q = —— — U. .42
A= 3 0.73(3) (6.4.23)
In conclusione,
> 9, = 1.006(6) (6.4.24)

cioe kK = 0 con la precisione del per mille.

Questo modello, tuttavia, crea piu problemi di quanti ne risolva. Stimiamo, per esempio, la costante
cosmologica assumendo che abbia solo origine gravitazionale: date le costanti fondamentali G, &, ¢, 'unica
scala di energia che riusciamo a costruire & la massa di Planck:

/1
Mpianck = 50 ~ 10" GeV (6.4.25)
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Dato che [A] = [energia]?, concludiamo che A ~ M2, . ~ 10 GeV?. Dalle misure di 25 possiamo

invece ricavare un valore osservato della costante cosmologica:
Aoss ~ 2.2HZ ~ 10783 GeV? (6.4.26)

I due valori differiscono per 121 ordini di grandezza. Questa discrepanza induce ad abbandonare l'in-
tepretazione di A come costante cosmologica, in favore di quella legata alla dark energy. In tal caso,
dovremo considerare una densita di dark energy data da

A
8rG
ma anche in questo caso 'errore sarebbe di 80 ordini di grandezza, comunque uno sproposito.

Curiosita. Se assumiamo per la costante cosmologica il valore A = Mr%lanckv usando il principio di
indeterminazione per stimare ’eta dell’universo Ty,

€A (6.4.27)

AY2 B

Ty
sbagliamo di poco (cose a caso).
Possiamo calcolare adesso le dimensioni dell’universo osservabile, cioe lo spazio percorso da un segnale
luminoso partito a t; = 0. L’equazione della luce & dn = £dyx, da cui x = 19 — n = An. Sapendo che
dt = a(t)dn e indicando con tg il tempo odierno, si ha

o q¢
e [
K 0 @(t)

to = alto)x = a(to) / g

o alt)
Questa lunghezza prende il nome di orizzonte delle particelle e vale per un generico istante t:

da cui
(6.4.28)

t dt/
dp(t) = a(t 6.4.29
W0 =att) [ (6429
Visto che, per gran parte della sua evoluzione, 'universo e stato dominato da materia fredda, possiamo
stimare a(t) ~ t*/3, ottenendo

dn(t) = 2H1(t) (6.4.30)

al tempo t generico, mentre
dp(to) = 2H ' (tg) =2 x 10°° m (6.4.31)

al tempo odierno.
Eta dell’universo.
Stimiamo adesso I'eta dell’universo. Partiamo dalla relazione

H H?

dH Y = —dt = dt = —dH! 6.4.32
[AH 7 = 75 I (6.4.32)
che integriamo tra gli istanti ¢; = 0 e t; = to (odierno), a cui corrispondono i valori della costante di

Hubble H(t — 0) = oo e H(t — t9) = Hp:

to H;! H?
0 0 H

Assumendo spazio piatto (k = 0) e trascurando la costante cosmologica, dalle equazioni di Friedmann-
Lamatre ricaviamo

dH™! (6.4.33)

i

. a2 K
H = a ﬁ = —47TG(1 + wx)em + an =~ _47TG(1 + ww)ew
s 871G kA N TG

H .
3 T 2T 3T 3

€x
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da cui

H? 2
— = 6.4.34
‘ REERTS (6434
e quindi
to = /Ho_l 2 ggi-_ 2% g (6.4.35)
" Jo 31+ w,) T 3(14wy,) ° -

Supponendo (ragionevolmente) che nell’evoluzione dell’universo abbia dominato la materia fredda, po-
niamo w, = 0, ottenendo

2
to ~ gHo‘l ~ 100y (6.4.36)

La stima che abbiamo ottenuto differisce per tre miliardi di anni da quella nota dalle osservazioni. L’errore
che abbiamo commesso risiede nell’aver trascurato la costante cosmologica: avevamo visto infatti che il
peso di Q, era decisamente piu grande di quello di €,,,. Proviamo quindi a rifare il calcolo tenendoci A.
Definiamo dunque

Alt) = % dA| = dta%ao = dtA(t)H (6.4.37)
Tra gli istanti ¢ = 0 e ¢ = tp, si ha A(t =0) =00 e A(t =tp) = 1. Quindi
A >~ dA
DL A4
Resta quindi da esprimere H in funzione di A. Nell’ipotesi k = 0 si ha
H? 887G A em(t)
e e Q
m - amer Wt gz = T
: 0 3 . . Em(to)a,g .
Dalla relazione D,T"° = 0 segue che €, (t)a*(t) = costante, quindi €, (t) = —5 o percul
H2
— =00 A%+ O, (6.4.38)
Hy
e di conseguenza
~ —1 10
to = Hy / yToN A3 T = O90H 14X 100y (6.4.39)

che € una stima molto pill accurata rispetto alla precedente.

6.4.2 Moto di oggetti non solidali

Finora, ci siamo limitati a studiare il moto di oggetti che erano solidali al bibtema di riferimento che

.....

Con un camblo di coordinate, possiamo far si che la velocita abbia solo componente radiale. In questo
sistema, il moto dell’oggetto sara quindi sempre radiale in virtu dell’isotropia, e dunque avremo bisogno
di due sole coordinate per descriverlo. Siano esse t,x. La metrica & data da

ds? = dt* — a(t)dx? Juv = ((1) c?2> (6.4.40)

Notiamo che la metrica non dipende esplicitamente dalla coordinate x, quindi la quantita p; € conservata,
cioe

2dx
P2 = g1up" —ap =ma ds
de
= ma————
ds
dty/1— | —
(&)
v
= ma————= = cost (6.4.41)

V1 —v?
dove v = d¢/dt. Nel limite di basse velocitd v < 1, si ha v ~ 1/a, quindi 'oggetto ad un certo istante si
fermera e diventera solidale con il sistema.
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6.4.3 Effetti della costante cosmologica

Nel limite non relativistico, I’equazione di Einstein deve diventare quella di Netwon, e questo imporreb-
be A = 0. II valore di A perd non ¢ nullo, quindi & lecito chiedersi quale effetto abbia il valore di A
nella descrizione del moto dei pianeti. Visto che 'equazione di Newton funziona bene in questo caso, ci
aspettiamo che le correzioni dovute a A siano trascurabili.

Estraiamo quindi dalle equazioni di Friedmann-Lematre qualcosa che rassomigli ad una forza: trascu-
rando il sistema si ha, dalla seconda equazione,

~ = 6.4.42
- (6:4.42)

Le distanze sono date da £ = ay, con x costante. L’accelerazione & dunque data da

. A A
—iv = —av = /— 6.4.43
ix = zax =L ( )
e la forza sara A
mil = mil (6.4.44)
Correggiamo quindi I’equazione di Newton inserendo quest’ultimo termine,
M 1
it = — SAMy gmArt (6.4.45)
r

Siccome la correzione non € mai stata osservata, questa deve essere trascurabile rispetto al primo termine.

Ricaviamo allora che deve essere sGM
|A| <« Py (6.4.46)

Se prendiamo come M = Mg e come r la distanza Sole-Plutone (fino a Plutone la gravitazione newtoniana
funziona), otteniamo

M,
Al < = ~ 1073 cm 2

Plut

2

in accordo con il valore cosmologico di ~ 107°6 cm—2.

6.4.4 Condizioni iniziali dell’universo e meccanismo dell’inflazione

Adesso cerchiamo di capire se le condizioni di omogeneita e di piattezza dell’universo emergano in modo
naturale dal sistema. Dopo 300’000 anni dal Big Bang, l'universo era una specie di brodo primordiale
termalizzato ad una certa temperature T di corpo nero, in cui la materia e la radiazione interagiscono
per mantenere l’equilibrio. Una volta scesa la temperatura, gli elettroni iniziano a formare gli atomi e i
fotoni, non essendo piu scatterati, partono liberi dando vita alla radiazione cosmica di background. La
radiazione cosmica di background fornisce un’istantanea dell’'universo a 300’000 anni di vita, e mostra
una radiazione isotropa di corpo nero a T' = 2.73 K. Esiste un’anisotropia di dipolo dovuta al fatto che gli
osservatori terrestri non sono solidali con la radiazione ma, rimossa questa, la radiazione ¢ praticamente
isotropa. La radiazione cosmica di background proviene da tutte le direzioni dell’universo: vogliamo
quindi capire se le zone dell’universo da cui proviene siano mai state in correlazione causale in modo da
aver termalizzato la radiazione. Per far questo, confrontiamo i valori dell’orizzonte delle particelle ai vari
istanti significativi: al tempo del disaccoppiamento tqy = 300000 y, approssimando a(t) con t*/3 (materia
fredda dominante), si ha

dt

dh(td) = a(td)/o ’ @

Ad oggi, le distanze si sono espanse di un fattore a(tg)/a(tq), la parte dell’'universo che dovrebbe essere
omogenea al giorno d’oggi ¢ data allora da

~2H " Y(tg) = 3ty (6.4.47)

dn(ta) (6.4.48)



Dobbiamo percid confrontare questo valore con lorizzonte dell’universo al giorno d’oggi, dp,(to) = 3to:

dn(to) to\"* 30
~ () o (6.4.49)
3d,(tq) ZEZ; <td>

Questo ci dice che le zone dell’'universo da cui proviene la radiazione cosmica di background non potevano
essere in correlazione causale quando la radiazione ¢ partita. Allora come sono state termalizzate?

Per quanto riguarda la piattezza dell’'universo, sappiamo che, dalla prima equazione di Friedmann-
Lematre,

K
yeel =Qn+Qr+0 —1
Sia Q(t) = Qn(t) + Qr(t) + Q4, allora
K Kk aiH? alH?
Qt)—1= = 00 = [Q(tg) — 1] =2 6.4.50
®) a?H?  a%H a?H? [(to) —1] a?2H? ( )
Confrontiamo il valore di Q(to) — 1 con quello passato. Esplicitiamo (H/Hp)? (sia A = ag/a):
H? 87G ag ag Kk a} A
HE = 32 (6 (to) g5 + el %4) 2HZa T3
= Qn(to) A% + Qr(te)A* — (Qto) — 1) A% + Qa(to) (6.4.51)
Sostituendo nell’eq. (6.4.50) si ha
Qty) — 1
Q) —1= (to) (6.4.52)

Qm(to)A + QR(to)AQ — (Q(to) — 1) + QA(to)A_2

Se al giorno d’oggi Q(t9) ~ 1, andando indietro nel tempo (notando che A(t — 0) — oo) si verifica
che Q(t) <« 1. Questo fa emergere la non naturalitd della piattezza dello spazio, infatti da uno spazio
superpiatto a t >~ 0, 'universo ¢ evoluto verso una curvatura sempre pitt meno nulla.

Questi due problemi che abbiamo riscontrato vengono spiegati da cio che prende il nome di meccanismo
dell’inflazione: si suppone che in un certo periodo di tempo abbia dominato un termine costante Vj
nell’espansione dell'universo. Questo ha portato ad un’espansione esponenziale a(t) ~ e*. Se questo Vj
ha dominato da 1073* s a 10732 s, allora le distanze sarebbero aumentate di un fatture 10**. In questo
caso, 'universo osservabile oggi alla fine dell’inflazione aveva una grandezza dell’ordine di 30 cm e prima
dell’inflazione avrebbe avuto una dimensione di 1046 m. In queste condizioni, ¢ ragionevole pensare che
fosse omogeneo ed in contatto causale.

Per la curvatura, se all’inizio 'universo aveva una curvatura non nulla, dopo ’espansione questa viene
ridotta di un fattore 1088 (proveniente dal denominatore di Q(t) — 1 = x/(a®?H?)) che sicuramente ha
ammazzato la curvatura.

6.4.5 Termodinamica dell’universo

Andando a ritroso nel tempo, le dimensioni dell’'universo osservabile si riducono: aumenta la densita
di materia e consequenzialmente aumentano le scale di energia e temperatura. Supponiamo che ad un
certo punto vi sia equilibrio termico: in questa situazione, trattando la materia come un gas debolmente
interagente, possiamo scrivere le densita di particelle n, di energia € e la pressione P rispettivamente
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come

3

n=g [ (SW])D?,f(p) (6.4.53)
3

€= g/ ((217:))3 Ef(p) (6.4.54)
3 2

P:g/ (gﬁf)’gg’—E (») (6.4.55)

1
F®) = 11

E=+/p?+m?
dove ¢ indica la degenerazione di spin e p € il potenziale chimico. Se adesso prendiamo il limite
ultrarelativistico T' > m, u, ritroviamo le leggi di Stefan-Boltzmann:

2

€y = g—og 4 bosoni
7 2
€f = §% gT* fermioni

con p = €¢/3 in entrambi i casi. Nel limite opposto, T' < m, u, invece ¢ = m-n, con n x exp[—(m—pu)/T],
cioe la densita di particelle € soppressa esponenzialmente. Quindi concludiamo che nel calcolo delle varie
quantita termodinamiche, il contributo rilevante ¢ dato dalle particelle ultrarelativistiche.

La condizione necessaria affinché vi sia equilibrio termico e che le particelle interagiscano sufficientemente
rapidamente. Se definiamo un rate di interazione (numero di eventi per unita di tempo) T'ipy = n{ov),
dove o ¢ la sezione d’urto, allora questa quantita deve essere molto maggiore delle scale di tempi dell’u-
niverso per avere una situazione di quasi equilibrio, quindi I'r > H.

Assumendo di essere in questa condizione, possiamo scrivere la termodinamica. Considerando un volume
V =a?, si ha

TdS = d(eV) + pdV (6.4.56)
e+p

dp = ar (6.4.57)

L’evoluzione di questo universo ¢ data dalla conservazione del tensore energia-impulso, D,T*" = 0, che

implica 'equazione é = —3H (e +p). Mettendo insieme in vari pezzi, il risultato & che entropia, data da
S = a*S ;p (6.4.58)

¢ conservata, dS = 0. All’equilibrio, percio, 'espansione dell’universo ¢ isoentropica, e la densita di entro-
pia decresce come s = (€ + p)/T ~ a~3. Calcolando il contributo di tutte le particelle ultrarelativistiche

si ottiene 5
2

=" gT% ~a 3 6.4.59

STy 9T e (6:4.59)

dove il fattore gr ¢ la somma su tutte le particelle ultrarelativistiche nel caso bosonico, oppure 7/8
della somma su tutte le particelle ultrarelativistiche nel caso fermionico e dipende debolmente dalla
temperatura. Ricaviamo in conclusione che T ~ g;l/ Sa 1,

a ~ t'/? e di conseguenza T ~ t~1/2,

Nel periodo dominato dalla radiazione
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