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1 Analisi Complessa

FUNZIONI A VARIABILE COMPLESSA:
f(z):AcCC—C con z=z+1iy
f(z) =u+iv dove u=u(x,y) v =uv(z,y)

ORDINAMENTO:
Campo C non ¢ ordinato, e non & possibile trovare ordinamento che soddisfi contemporaneamente:
21<22,2320 = 2123 < 2023 A 21tz <2tz YV

LIMITE:
lim, ., f(z) =w se Ve>036>0 | |[f(z)—w|<eVz#2zy | |z—20 <0

CONTINUITA:

f(z) continuain zy se lim, ., f(2) = 20
f(z) continua < u,v continue

DERIVATA:
f(z) derivabilein 2p€ A se 3Flim,,, f(zzizoz f'(z0) = df
f(z) derivabile = f(z) continua
SOMMA: f, g derivabili = f + g derivabile e (f+¢) = f'+ ¢
PRODOTTO: f,g derivabili = fg derivabile e (fg) = f'g+4'f’
RAPPORTO: f,g derivabili, d # 0 = f/g derivabile e (g)’ = %/
COMPOSIZIONE: f, g derivabili in 29 = f o g derivabile in zp e (f o g(20)) = f'(20)9'(20)

FUNZIONE ANALITICA (OLOMORFA):
f(2) analitica in un aperto A se ¢ derivabile in A
f(2) analitica in un un punto zy se 3 un intorno di zy dove f(z) ¢ analitica, cioé¢ dove & derivabile

CONDI1ZIONI DI CAUCHY-RIEMANN:
f(z) derivabile < 3 2L 9L continue (cioé u e v sono differenziabili), e che

ox’ dy
Of __0f  iioga Q0 00 u__du, 0
or Zay analogo a oxr Oy © oy Oz
L. d 0 -0
Inoltre f(z) analitica = d—J; = 6—£ = —18—5

OPERATORI 0, E 0s:
9. = 3(0, — i0y) x ===
0z = %(aw +i0y) y =57
0:f(2) = (0:f(2))
se f(z) & analitica = 0. f(2) = f'(2) e 0:f(z) =

f(z,y) = P(z, 2) polinomio analitico = f(z,y) = P(z) (senza nessuna dipendenza da z)

FUNZIONE INTERA:
f(2) su tutto il piano complesso = f(z) intera

SERIE DI POTENZE:

f(z) analitica in zg = f(2) =D .0 gan(z — 20)"

FUNZIONE A PIU VALORI:
f(2)| f'einiettiva solo su intervalli aperti (e non su tutto il dominio, quindi non é globalmente invertibile)

= 3z ai quali corrispondono pit valori di f(z)



DETERMINAZIONI:
scelta del valore da considerare in una funzione a pitl valori per renderla una funzione propria =
introdotta discontinuita

PUNTO DI DIRAMAZIONE
per la funzione a piu valori f(z) : zo|Ve > 0 3 una curva 7 chiusa che racchiude 2y lungo la quale
f(2) cambia valore: f(z0 + pe?) = f(z + pe'®+2m)

PUNTO ALL’INFINITO
"oo" @ un punto di diramazione

TAGLIO:
curva semplice del piano complesso che congiunge due punti di diramazione, dividendo il piano
complesso in fogli

SUPERFICIE DI RIEMANN (FOGLIO):
sottinsieme del dominio di f(z) compreso tra tagli scelti.
Nell'immagine di tale intervallo f~1(z) risulta invertibile = f(z) & sul singolo foglio una funzione a
un sol valore
Scorrendo con continuitd z si attraversano i vari tagli, cambiando ogni voglta foglio (che siano finiti
o infiniti) e si risolvono quindi le varie determinazioni di f(z)

SENSO DI PERCORRENZA:
¢ rilevante nella determinazione del valore di f(z), in base ai collegamenti tra tagli
percorrendo 7y chiusa intono ad un punto di diramazione si deve attraversare almeno un taglio, quindi
si cambia foglio (e ovviamente si aumenta il valore di arg(z) di 2m)

VARIAZIONE DI ARGOMENTO:
f(z) =1zl  A0= f,y(%d:z: + ig—gdy)
f(2) = gh,~ curva chiusa = A, arg(f) = A, arg(g) + Ay arg(h)
f(2) = g/h,vy curva chiusa, h #0 = A, arg(f) = A, arg(g) — Ay arg(h)

1.1 Integrazione delle funzioni di variabile complessa

INTEGRALE
v(t),t € I curva C! a tratti, f(z) continua:

z)dx = u + 1) (dx + idy) = u(x,y)dxr —v(x,y)d i [ (u(z,y)d v(x,y)dx 2
[ 1z = [ it idy) = [ @ de —v )i +i [ @y + i

cio¢ si integra lungo v la forma differenziale f(x + iy)dx + i f(x + iy)dy

VERSO: fW(ZhZQ) f(2)dz = _fv(mm) f(z)dz
LINEARITA: con f(z),g9(z) €C? A\ puecC S, f(2) + ng(2))dz = X [ f(2)dz + p [, g(2)dz

TEOREMA DI DARBOUX:
F(2) € COM =maxze| f(2)] = | [, F(2)dz| < Me(y)

TEOREMA DI CAUCHY I:
A aperto semplicemente connesso, f(z) analitica in A e continua sulla frontiera = V¥~ curva chiusa C A

fﬁ f(2)dz =0 3)

ESTENSIONE SU A NON SEMPLICEMENTE CONNESSO:
¢, f(2)dz =371 § f(z)dz  dove 7; sono curve attorno ai punti di non analiticita
j;aA f(z)dz=0 dove DA ¢é esterna+"buchi", percorsa in modo coerente: tenuto A dalla stessa parte

f(z) CONSERVATIVA
f(2) risulta una forma differenziale conservativa: V-, 2 con stessi estremi f% f(z)dz = fw f(z)dz



TEOREMA DI CAUCHY II:
f(2) analitica in zp = V= curva chiusa che racchiude z e contenuta in un suo intorno (o in A dove f(z)
¢ analitica):
S,

Z—Zo

f(z0) = (4)

27i oy

ESTENSIONE SU A NON SEMPLICEMENTE CONNESSO:
20 z ove & esterna uchi ercorsa in modo coerente
= 55§, L2 dz dove OA ¢ esterna+"buchi”, p d ¢

FORMULA INTEGRALE DI CAUCHY:
f(2) analitica =  f(z) € C*, derivabile infinite volte sotto il segno di integrale e Vy C A

f(n)(zo) = L‘ 7{ (Z_fizgnﬂ (5)

21

TEOREMA DI MORERA:

Lemmal:A semplicemente connesso, f(z) analitica, v C A = F(z) = fv( ) f(€)d¢ indipendente da ~y

Lemma2: A semplicemente connesso, v C A, = F\(z) ¢ analitica e F'(z) = }(z)
A connesso, f(z) continua, § f(z)dz=0,7vC A = fvf )d¢ = F(z) = f(z) é analitica
F(z) risulta definita a meno di costante: F(z) + a @ analitica e (F(z) +a)’ = f(2)

SUCCESSIONI DI FUNZIONI ANALITICHE:
A semplicemente connesso, {f,} successione di funzioni analitiche in A |lim,— f, = f uniformemente
= f(z) analitica in A

. k .
ESTENSIONE ALLE DERIVATE: lim, o f") = f(*) uniformemente

1.2 Proprieta e analisi delle funzioni analitiche

TEOREMA DI LIOUVILLE
f(2) intera, |f(2)] < M = f(z) costante

TEOREMA FONDAMENTALE DELL’ALGEBRA:
P,(z) polinomio di grado n > 1 = P,, ha almeno una radice in C

ZERI DI UN POLINOMIO COMPLESSO:
P,(z) polinomio di grado n > 1, 329| P(29) = 0 = P, ha esattamente n radiciin C : P, (2) = [[1g(z—2;)"

PRINCIPIO DEL MASSIMO PER FUNZIONI ANALITICHE:
Lemma: f(z) analitica su A aperto connesso, |f(z)| costante = f(z) costante
f(2) analitica in aperto connesso A, f(z) non costante = |f(z)| non ha massimo in A

SERIE DI POTENZE:
Do an(z — 20)" = S(2)
RAGGIO DI CONVERGENZA: p > 0] S(2) converge Vz € |z — 29| < p, totalmente Vz € |z —zg| <7 < p
ANALITICITA: S(z) analiticaVz € |z — 29| < p
SERIE BILATERE: B(2) = o0 an(z—20)" =Y oo gan(z — 20)" + > ooy Bulz — 20) ™"
RAGGI DI CONVERGENZA: prima serie converge Vz € |z — 29| < p1, seconda V z € |z — zg| > peo

CORONA DI CONVERGENZA: B(z) converge nella corona circolare py < |z — 20| < p1
ANALITICITA: S(z) analitica Vz € {p2 < |z — 20| < p1}



SERIE DI TAYLOR-LAURENT:
f(2) analitica in aperto A,~y curva chiusa C A contenente zp = Vz € corona ps < |z — 29| < p1 C A:

f2)= ) an(z—20)" an = ;mf(z_fgwdz (6)

(n)
Inoltre se zp € A = Vz € |z — 2| < p1 f(z) => 0" gan(z — 20)" an =1 ngzo)

Inoltre ogni serie di pontenze Y > an(z—20)", se non converge solo in zy rappresenta una f(z) analitica

FUNZIONI DEFINITE IN FORMA INTEGRALE:

CURVA FINITA:
f(z) = f7 9(z,0)d¢  ~(t) curva finita, ¢(z,() analitica, ((t) =
f(2) analitica e D™ f(z) = f7 DM g(z,¢)d¢
CURVA INFINITA:
fn(2) = f% g(2,0)d¢  ~(t) = lim, 00 ¥y infinita, g(z, () analitica f% g — f,yg uniformemente
= f(2) = limy, 00 fn(2) analitica e DM f(z) = lim, 00 [, D™g(z, ()d(
TRASFORMATA DI FOURIER
flz) = [e'eg(t)dt g(t) € L', L2
g(t)e®® € LY a(t) > 0 con la sostituzione = <+ z, =  f(z) analitica
fulx) = ffn e g(t)dt, g(t) a supporto compatto = f,(2) intera
FunzioNE I' b1 EULERO:
[(z) = [;7t* te~!dt  definita V2 |Re(z) > 0
I'(z) analitica V z | Re(z) > 0 I'(n+1)=n! I(z+1)=2zI'(2)

PARTE PRINCIPALE (VALORE PRINCIPALE DI CAUCHY):
VP([ f(z)dx) = [ f(z)dz dove le singolarita vengono isolate con intervalli simmetrici (spezzando l'inte-
grale intorno ad esse) e poi facendo i limiti opportuni per coprire il dominio d’integrazione
3 integrale improprio di [ f(z)dz = IVP([ f(z)dz)

LEMMA DI JORDAN:
[(9(2))e"**dz, a > 0 [a < 0] + semicirconferenza centrata in 0, di raggio R, posta nel semipiano
|Im(z >0) [Jm(z) <0], Umpg_oo(max.c,|g(z)|) =0, F = g(z))em% =
limp-soo [ g(2)e" % dz = 2103 50, 0) RF(20) limpoo [, g(2)e'**dz = 2mi 350 <o) RP(2i)]
ZERI:
f(z) analitica in A aperto connesso, f(z0) =0 e fM(z) =0YneN = f(z)=0 Vze A

ZERO DI ORDINE £k:
f(2) analitica su A connesso, f(z) non nulla, f(20) =0e f((2) =0¥n <k = z & zero di ordine k

TEOREMA DEGLI ZERI:
f(2) analitica in A connesso = insieme degli zeri di f(z) non ha punti d’accumulazione C A oppure
f(2) = 0 identicamente

PUNTO REGOLARE:
29 € OC (dove C ¢ un cerchio in cui f(z) ¢ analitica) |3 cerchio Cj di raggio zp su cui g(z) = f(2) in
C N Cy ¢ analitica

PUNTO SINGOLARE:
punto non regolare, rispetto a f(z)

ESISTENZA: p < oo raggio di convergenza di f(z) = su circonferenza di raggio= p 3 zy singolare per f(z)

LiMITE: lim, ., f(2) A = 2o sigolare (utile fare il limite su curva y che va dal centro del cerchio a zp)



PROLUNGAMENTO (ESTENSIONE) ANALITICO:
f(2) analitica in A aperto, g(z) analitica in B, f(z) = g(2)Vz € AN B = g(z) prolunga f(z) in AUB
UNICITA: il prolungamento analatico di f(z), cioé g(z) & unico
PROLUNGAMENTO A CATENA: si prolunga con A; |A; N Ajy1 #0=in A, NAj11 fi = fira
FUNZIONI A PIU VALORI: facendo una catena di aperti, tornando in AxNApl = f(z) pud cambiare valore

UGUAGLIANZA FUNZIONI: f(z),g(z) analitiche in A, B = {z € A|f(z) = g(2)}, B ha almeno un punto
d’accumulazione = f(z) = g(z)Vz € A

~

I(Z
g'(2)

—

HOPITAL: f(2), g(2) analitiche in intorno di zg, f(20) = g(z0) = 0 = lim,_,, g(z) = lim,_,,,

PROPRIETA RELAZIONALIL: "gp prolunga f4 € simmetrica, riflessiva ma non transitiva

PROLUNGAMENTO ANALITICO SU CURVA:
f(z) analitica in 29, 7 curvachevadazazy, Cjsuccessione di cerchi concatenata a vy (cioe |y = J, ¢,
con ¢; curve interne a Cj, con Cy e O, centrati in zg e zf), 3fi(2) analitiche in C; | fo = f, fi = fi+1 in
CiNCitq = (2) prolungata da zg a intorno di z¢ lungo =y

INDIPENDENZA DA CERCHI: fissata « il prolungamento ¢ indipendente dalla famiglia di C; scelta

CURVE OMOTOPE: 7,2 omotope da 2p a zy = in un intorno di zy dano origine allo stesso prolungamento

TEOREMA DI MONODROMIA:
A semplicemente connesso, f(z) analitica in zp = prolungabile ad un intorno di zy Vz; € A con g(z) ad
un sol valore indipendente da v, Vv C A

PUNTO SINGOLARE ISOLATO:
20, per f(z),|3 intono I di zg| f(z) analitica e ad un sol valore per z € I\{zp}

o0

SVILUPPABILITA: V2 € corona 0 < |z — 29| <p f(2) =0 ai(z — 20)’

SINGOLARITA RIMOVIBILE:
2o punto singolare isolato per f(z) sviluppabile in sole potenze positive, f(z) = > toq ai(z — 20)"

PROLUNGAMENTO: 2 singolarita rimovibile = >, a;(z — 20)" analitica in zp, lim, ., f(2) = ag

LIMITATEZZA: zp punto singolare isolato per f(z) con |f(z)] < MV z € I(z9) = 2o ¢ singolarita rimovibile

SINGOLARITA NON REMOVIBILE
f(2) sviluppabile con almeno 1 potenza negativa = A prolungamento analitico in zg, |f(2)| £ oo in I(z0)

PorLo DI ORDINE n
Sviluppo di f(z) ha esattamente n potenze negative

LIMITE: zg polo di ordine n per f(z) < lim,_,,,(z — 20)"f(2) =1#0

MODULO: 2 polo di ordine n per f(z) < lim,_,., |f(2)| = o0
1
(z—z0)™

ZERO DI 1/f(z): 2o polo di ordine n per f(z) < ﬁ ha zero di ordine n in 2

ANDAMENTO: zg polo di ordine n per f(z) = in I(zp) si comporta come

PRODOTTO: g(z) = [, fi(2) analitiche con poli in zg, j = (3 deg(Poliy))< k =
h(z) = (z — 20)*g(2) ha uno zero in zy di ordine j — k, altrimenti ha un polo di ordine k — j



SINGOLARITA ESSENZIALE

Sviluppo di f(z) ha infinite potenze negative

LIMITE: zp singolarita essenziale per f(z) Alim, ., f(z)

PICARD (DEBOLE): zj singolarita essenziale per f(z) = Vw € C e e > 0, V intorno di zg 3 infiniti z
tali che |f(z) —w| <e

TEOREMA DI PICARD: 2 singolarita essenziale per f(z) = Vw € C (escluso al pit un valore
eccezionale), V intorno di zo 3 infiniti z | f(2) = w

VALORE ECCEZIONALE: zj singolarita essenziale, 31(zo) | f(2) # wo Vz € I = wy eccezionale
UNICITA: wp, se 3, & unico
f(z) DisPARI: f(z) dispari = Awg eccezionale tranne eventualmente wy = 0

RESIDUO (DI f(2) IN 2p):
%o punto singolare isolato per f(z) analitica su A\{z0}, curva v € A = Ry(z) = a_1 = 5= ﬁy f(z)dz

Zp POLO DI PRIMO ORDINE: Ry(20) = lim, ., (2 — 20) f(2)

Z POLO DI ORDINE n: R(20) = limzoyz (52, [;Z:T__ll((z - zo)”f(z))} )

2=20
RAPPORTO: f = g/h (g,h analitiche in zy),g(z0) # 0,h(z0) = 0,h'(20) # 0 = zp polo primo ordine per
f(z)e Rf(ZO) = g/(éoo))
RESIDUO DI f(2) PARI: R¢(0) =0 (f(z) pari = a1 =0)

TEOREMA DEI RESIDUI INTERNI:
21 ...zn punti singolare isolato per f(z) analitica su A\{z1...z2,}, curvay € A =

7{ F(2)dw =270 S Ry(2) (1)
Y j=1

PUNTO ALL’INFINITO:
f(2) analitica V |z| > R (cioé in I)= oo ¢ punto singolare isolato per f(z)
9(1) = g(¥') = f(z), 2/ = 0 isolato per g(z') = z = oo isolato per f(z) con le stesse caratteristiche:

SINGOLARITA REMOVIBILE: f(z) sviluppabile in I(co) in sole potenze < 0 (|f(z)| < oo in I(c0))

POLO DI ORDINE n: f(2) sviluppabile in I, con n potenze > 0 (lim,_, CI R 0)

z”’b
SINGOLARITA ESSENZIALE: f(z) sviluppabile in I con oo potenze > 0 (Vw € C 3 infiniti z | f(2) = w)
RESIDUO ALL’INFINITO: Ryf(00) = —a_1

TEOREMA DEI RESIDUI ESTERNI:
f(2) analitica su curva « e al di fuori tranne in z; ...z, punti singolari isolati per f(z) esterni a =y, piu il
punto co =

Y{f(z)dx = 2503 Ry(z) — 2miRs(00) (8)

J=1

SOMMA DEI RESIDUI:
f(2) analitica su tutto il piano complesso tranne in zj ...z, punti singolari isolati pia il punto co =

> oim1 Ry(zj)y + Ry(o0) =0

TEOREMA DI LIOUVILLE:
f(2) intera e analitica anche in co = f(z) = costante



SFERA DI RIEMANN:
Sfera S su piano complesso con polo sud tangente all’origine

PROIEZIONE STEREOGRAFICA: P # N(Nord) € § < z € C (tramite semirette che partono da N e
intersecano P € S e z € C)

ESTENSIONE: Cy = CU {o0} omeomorfo a sfera, con corrispondenza continua e biunivoca e N > 0o
COMPATTEZZA: S risulta compatta = Co compatto (mentre C non lo ¢é)

CONNESSIONE: S risulta semplicemente connessa = C, semplicemente connesso

TaGLI: Taglio finito= proiezione dell’arco tra due rette intersecanti zj, zo non passante per N

Taglio infinito=- proiezione dell’arco tra due rette intersecanti z1, zo passante per N

INDICATURA LOGARITIMICA:
f(2) analitica su curva 7 e dentro tranne in 2; ...z, poli, f(z) # 0Vz € v =
f'(2)/ f(z) analitica su v e dentro tranne in z7 ... 2,
ff ];((ZZ)) dz= ¢ 4 (In(f(z)) = 2mi(N.—N,) (N2, N, =numero zeri e di poli di f(z) contanti con 'ordine)
5-Ayarg(f(z)) = N, — N,
f(2) = "2 h(2) analitica, 7., = In(f(2)) = In|f(2)| + 6 + iA, arg(f(z)) analitica e a un sol valore

TEOREMA DI ROUCHE:
f(2),9(z) analitiche su curva v e dentro, Vz € v: f #0,f + g #0,|g| <|f| =
dentro v f(2) e (f + ¢)(z) hanno lo stesso numeri di zeri
f(z) analitica in I(z0), f'(z) # 0 = 3 inversa analitica
f(2) analitica non costante in A aperto = f(A)aperto



2 Funzioni Armoniche

ANALITICA - ARMONICA
f(2) = u +iv analitica in A aperto = u,v armoniche, cioé VZu(z,y) =0 V2v(x,y) =0

ARMONICA - ANALITICA
u(z,y) armonica su A semplicemente connesso =  Jv(z,y) armonica | f(z) = (u + v) analitica in A
u(z,y) armonica su A =  FJv(z,y) armonica | f(z) = (u + ) analitica in A solo localmente
Vu(z,y) armonica su A 3 f, g analitiche su A e v, s armoniche | f =u+iv g=s+iu
ARMONICA CONIUGATA: v(zx,y) rispetto a u(z,y) |u + iv analitica
UNICITA: l'armonica coniugata & unica a meno di costanti additive

LINEE DI FORZA:
f(2) = u+ dv analitica = curve |u =costante ortogonali a curve |v =costante

PROBLEMI DI POTENZIALE:
Cerco u | V?u(z,y) = 0 su regione A con condizione nota u(9A) = cerco f(z) analitica |Ref(0A) = u(0A)

TRASFORMAZIONI CONFORMI:
Cambio di variabili w(z,y) che manda: u(z,y) — ¥(§,n) da A a B con &, n| f(z) = & +in analitica in A
(La trasformazione deve essere iniettiva e quindi invertibile)

CAMBIO DI VARIABILL: $(€,n) = u(z(€,1),y(€,7)) u(z,y) = Y(E(z,y),n(x,y))

CONDIZIONI AL BORDO - DIRICHLET: u(z,y) = a(x,y) su 0A = ¢¥(&,n) = a(z(&,n),y(&,n)) su OB

CONDIZIONI AL BORDO - NEUMANN: g—z = a(z,y) su A = 2L (¢,n) = |%|a(m(§,n),y(§,n)) su 0B

Onaw
ARMONICA: V2 u=0% ngnw =0 e |f'(2)*V* =0

ANGoOLI: w(z,y) conserva gli angoli

2.1 Trasformazioni Bilineari (omografiche)

TRASFORMAZIONE BILINEARE:
Trasformazione conforme che rispetta:

az+b

= = d—bc#£0 9
we) =) w(E) =S ad-bes 9
DoMINIO:
w(z) : Coo = Cx (piano esteso in se) se 3, w = oo & immagine di z = —%
ANALITICITA:
w(z) analitica Vz|cz +d # 0 = %’ = % #0
GENERATRICI:

Vw(z) bilineare, w(z) & composizione di g(z) lineare e di h(z) = 1/z (inversione)

RETTE E CERCHI:
w(z) manda l'insieme R delle rette e dei cerchi in se stesso

INSIEME: R = {p|p=pzZ+qz+qz+7r=0conp,r€R, |q]® > rp}

RETTE: se z|w(z) = oo (cioé z = —%)e p = o0 € w(p) = w(p) & una retta
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MATRICE:
_(ab
wr M= <‘Cl d)
PARAMETRI: w(z) ha tre parametri indipendenti (dati tre trasformati w(z) fissata)

COMPOSIZIONE: w <> M, g <+ N = w(g(z)) < MN
INVERSIONE: w <> M = w™! = M1

PuUNTI SIMMETRICI:
RISPETTO A CERCHIO (Rg,20): 21,22 | (21 —20)(22—20) = R? arg(z1 — 20) —arg(z2 — 29) = arg(R?) = 0
RISPETTO A RETTA (2 — b)e ™ 21,29 (21 — b)e™ ™ = (25 — b)e'®
TRASFORMAZIONI BILINEARI: w(z) bilineare manda punti simmetrici in punti simmetrici

PROBLEMI DI POTENZIALE:

Data V2u(z) =0in A, u(z) =a(z) sudAd < V3)(w)=0in B, 9(w)=a(w)su 0B = w(dA)
Cioé u(z) = ¢¥(w(z)) con u e ¥ uguali in forma

EQuUAZIONE DI LAPLACE SUL CERCHIO:

w(R, ) = F(p) oppure {C[‘Lu(R, @) = F(p)
u(p, ) = u(p, p + 27) u(p, p) = u(p, ¢ + 27)

R2 —p2 27 F(Q) d9
2 0 p24+R2—2Rpcos(f—p)

EQUAZIONE: V2u = 0 con {

FORMULA DI POISSON: u(p, ) =

1 2T —i
o) i ; Um — 5-pm F(9)€ ngpd@
SOLUZIONE: u(p, ) = ag + m(q MY L b e~iMP) con m 27xRk™ Jo ; '
(p ) 0 Zm_—1p (m m ) {b a 27r1 02 (0>€me

2.2 Funzione di Green

ForMmuLA DI (GREEN:
u,G € C2(A) ﬂCl(A) ACR3

oG ou
2 2
_ — 9= d 1
/A(uVG GV2u)dV /(an G2t)as (10)
Caso 2D: se A C R? = [, (uV2G — GV2u)dS = [, (u%e — GZ4)dl
PROBLEMA DI POTENZIALE:
FUNZIONE AUSILIARIA: Go = W
ARMONICITA: G ¢ armonica: V2Gy =0
Caso 2D: Go = —2ln|r — 1|
SOLUZIONE: u(ro) = £ [5,(God¥ uaaGn")dS— £ [4(GoV*u)dV  (non risolubile: ignote u e 9 su 0A)

u ARMONICA: VZ?u =0 = u(ry) = 4= faA(GO %)ds

TEOREMA DELLA MEDIA:
u armonica, Sg € A sfera di raggio R e centro rg =  u(rg) = 4= fasr u(ro + Rn)d$)
(Tl potenziale al centro della sfera ¢ uguale alla media del potenziale sul bordo)

PRINCIPIO DEL MASSIMO:
u armonica su A = u non pud avere massimi o minimi in A

COSTANZA: A connesso, u armonica in A con massimo € A = u costante
DIFFERENZA: a,b armoniche in A, € C'in A, a—b>0sudA=a—b>0in A
MODULO: w armonica in A, |u| < M su 0A = |u| < maxga|u] < M in A

11



PROLUNGAMENTO ARMONICO:
u armonica in I(rg)\{0}, limy,ouGo=|r—rolu=0 = Fo|VZ2u=0inI(rg)eu=0vVr#rg

CAs0 2D: w armonica in I(rg)\{0} wu limitata in I(rg) = Jv|VZv =0in I(rg) e u =vVr #1g

FuNziONE DI GREEN

G(r,rp) = Go(r,ro) + h(r,ro) = + h(r,ro) con h(r,rg) |G =0 su 0A (11)

|r — ro|
SIMMETRIA NEGLI ARGOMENTI: G(r,ro) = G(ro,r)

(1) ARMONICITA: V2G(r,rg) =0 Vr#rp€ A

G(r,rg) _
Go(r,ro

(3) ANDAMENTO AL BORDO: G =0 su 0A

(2) ANDAMENTO AL CENTRO: limy_,p,

DEFINIZIONE UNIVOCA: G ¢ funzione di Green per A < (1), (2), (3)

SIGNIFICATO FISICO: G ¢ il potenziale in r di una () unitaria posta in rg, con condizioni al contorno nulle

PROBLEMA DI DIRICHLET (PER OGNI GEOMETRIA):
PROBLEMA: trovare u in A sapendo V2u in A e u su 0A

METODO: utilizzabile la soluzione di un u su una sfera con Go — G in modo da eliminare % su 0A.

Nessuna condizione sul grado di liberta sulla scelta di G, (basta che sia funzione di Green per A)
[r— I'0| + h(I‘ I‘o)

SOLUZIONE: u(ro) = — 2 [, (u%2)dS — L [,(GV?u)dV

FUNZIONE DI GREEN: G(r,ro)——

PROBLEMA DI NEUMANN (PER OGNI GEOMTRIA):
PROBLEMA: trovare v in A sapendo V2u in A e % su 0A
METODO: essendo un problema definito a meno di costante, si cerca G | % =K
= [y, §2dS = KM3(0A) = —4m = [,, uFZdS = Ky
d 1 2 K
SOLUZIONE: u(ro) = & [54(GS%)dS — & [,(GV?u)dV + 42
TRASFORMAZIONE DELLA FUNZIONE DI GREEN:
G A(z0, z) di Green per A, w(z) : A — B conforme = Gp(wy,w) = G (zo(wo), z(w))
FunNziONI DI GREEN PARTICOLARI:

SFERA:
1 R

v —ro|  rolr — ro(R/ro)?]

G(I'[], I') -
CERCHIO: G(ro,r) = _2111(#(_1;%0)2\)

SEMIPIANO 2D (SUPERIORE O INFERIORE): G(rg,r) = 2111(}11: :gI)
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3 Sistemi lineari

SISTEMA LINEARE E INDIPENDENTE DAL TEMPO:
Sistema che lega segnale in ingresso f(¢) e in uscita g(t) = L(f(t)) cioé f(t) EN ¢(t) in modo che:
L(fi + f2) = L(f1) + L(f2)
LAS) = AL(f)
L(f(t =T)) = L(f()li=e-7 cioe  g(t) = L(f(t)) = g(t = T) = L(f(t = T))
ANALISI IN FREQUENZA:
Dato un ingresso monocromatico f(t) = e~ = g(t) = L(f(t) = H(w)e ™?
V segnale F-trasformabile: g(t) = L(f(t)) = 5= [ f(w)H (w)e~“!dw

FUNZIONE DI GREEN:
G =funzione di Green | funzione di trasferimento piu generale:

ot) = [ Gt~ )f(@)do = G (1) (13)

RI1sPOSTA ALLA 6(t):

FUNZIONE DI GREEN: G(t) = % g(—o0) =0 g(o0) = G(0)

TEMPO DI SALITA: tg] ts%]mm = g(o0) — g(—o0) =

F-TRASFORMATA:
cerco g(t) = G(t)0(t) ma 0(t) non F-trasformabile _
0(t) = limy, o0 fn | 3fn = 0(t) = limy, o0 2= [ fuG(t)e ™tdw = 1G(0) +iVP [ €U g,

w
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4 Distribuzioni

FUNZIONALE:
Sia F' un appropriato spazio vettoriale di funzioni. Sia D un appropriato spazio di numeri.
Un funzionale ¢ relazione ® che lega funzioni f(z) € F' (z € D) ay € D cioé: & : F — D con ®(f(x)) =y

DISTRIBUZIONE:
Funzionale lineare continuo su spazio vettoriale di funzioni test: ¢ — (T, )

LINEARITA: (T, ap + Bp) = a (T, p) + (T, v) a,feD

CONTINUITA: YV {¢n} | limy o0 ¥, = ¢ = limyyo0 (T, ¢n) = (T,%)  (da definire in F: v, — 0)
CONVERGENZA: limy, oo T, =T in D &V € D = limy, 00 (T, ) = (T, )

COMPLETEZZA: Se Y4 limy, o0 (T1,, ) = (T',9) con T continuo rispetto a 1; — 0 = lim;_,o0 (T, 9j) =0

SPAZI DI FUNZIONI TEST:
SPAZI VETTORIALI:
Risultano spazi vettoriali definendo: oT : (aT, 1) = o (T, ) T+G : (T + G,¢) = (T,9)+(G,¢)
DISTRIBUZIONE DI SHWARTZ:
SPAz10: D = {1 |9 € C* e a supporto compatto}

CONVERGENZA: lim,,_, ¥, = 0 < JK compatto |V K,, supporto di ¢, = K,, C K elim,_,~ z/J(k) =0
uniformemente Vk

INSIEME DELLE DISTRIBUZIONI: D’ duale di D

DiISTRIBUZIONI TEMPERATE:
SPazio: S = {1 |y € C® e |2"p™| < Apm}
CONVERGENZA: limy,_y00 ¥y, = 0 < limy,_y00 2™ = 0 uniformemente Vp, ¢
INSIEME DELLE DISTRIBUZIONI: &’ duale di S su cui si definisce Trasformata di Fourier
DISTRIBUZIONI SU FUNZIONI C°°:
Spaz1o: € = {1y |y € C*}
CONVERGENZA: limy, o0 ¥, = 0 < limy, oo w(’“) = 0 uniformemente VkV compatto
INSIEME DELLE DISTRIBUZIONI: &' duale di £
RELAZIONI:
DcScé Egcscr
Scl? SclL! DcL! D C L2
[’2cS L'lcs LtcD 1L2cD
D densoin S: VY € SI{nt €D |ty >y =T=GinS=T=GinD
Ddensoin & : VY € EI{p} €Dty ¢ =T=Giné=T=GinD

DISTRIBUZIONI IN D':

LOCALMENTE INTEGRABILI:
Ogni f localmente integrabile (secondo Lebesgue) ha associata una distribuzione T |
(T, ) = [i fla)(z)da
(f,0)=1(9,¥) = f=9 Q0.
DELTA DI DIRAC:
d(z — zg) & una distribuzione | (0(z — x¢), Y (x)) = ¥ (x0)
VALORE PRINCIPALE DI 2
f =1 ha associata la distribuzione Ty/p | (Th/a ) =VP [ @dm

~z
FUNZIONE DI HEAVISIDE:

6(x) ¢ una distribuzione | (6(x), v(x)) = {;"(” 20 it esprimere 0(z) = § +
T <
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FUNZzIONE TEST DISPARI:
1 € D, v dispari = % € D (utilizzando Taylor con resto di Lagrange)

GENERATE DA f(x) CONTINUA:
dato intervallo IV |o(y) € I,YT3f(x) € CO| (T,¢) = <f(n)’ ¥)

Limrtr:
f@) e, |[5 ft)dt] < MYz = limy o0 f(na) =0in D’
lim, oo sin(nz) =0  lim, oo cos(nz) =0 lim, 00 €™ =0 limy oo e =0
# norma in D’ = Non valgono le regole di limite: limite del prodotto # prodotto dei limiti

DISTRIBUZIONI IN S':

TEMPERATE
Ogni f localmente integrabile per la quale 3m | % € L' ha associata una distribuzione Ty |
(Ty,9) = fK x)dz

(fiv) =g 1/f><:>f—gQ-O-

Ogni f localmente integrabile e limitata ha associata una distribuzione T

DELTA DI DIRAC:

d(z — xg) & una distribuzione | (0(z — x¢), Y (x)) = ¥ (xo)
VALORE PRINCIPALE DI 2

f= % ha associata la distribuzione T/, | (T35, ¢) =VP [ @dm
FUNZIONE DI HEAVISIDE:

0(z) & una distribuzione | (0(x), ¥ (x)) = {w(x) ©>0

0 z<0

Utile esprimere 0(x) = % + &

GENERATE DA f(z) CONTINUA:

VT € 8'3f(x) € CY a crescita al pitt polinomiale | D" f(x) = T (derivata distribuzionale)

PARITA DELLE DISTRIBUZIONI:

DISTRIBUZIONE INVERSA: T = T(—2) | (T(—2),¢(z)) = (T(x),(—x))

CONTINUITA E LINEARITA: T'(x) conitinua e/o lineare = T'(—z) continua e/o lineare
PARITA: T pari & T(z)=T(—z) < (T,%dispari) =0 = (T,¢) = (T, Ypari)
DISPARITA: T dispari & T(x)=-T(-2) & (T,¢pari)=0 = (T,9) = (T, Yaispari)
SUCCESSIONI: {7}, } successione di distribuzioni pari [dispari|, limy, . T, =T = T ¢ pari |dispari|

SVILUPPO: In presenza di paritd definita di T" o ¢ utile sviluppare con Taylor con resto di Lagrange per

risolvere divergenze e verificare appartenenza in D o §

DERIVATA DELLE DISTRIBUZIONI:
(DT, ) = —(T,¢")
DERIVATA n-ESIMA: (DT, 4)) = (—=1)" (T, (™)
CONTINUITA: D" : D' — D’ & continua
PARITA: T pari [dispari| = DT dispari [pari]
DISCONTINUITA: Ty | f € C a tratti e Ilimyp,,: DTy = Df = d(z;)0(x — x;) + {f'}

DISCONTINUITA: d(z;) = f(xiy — x;—) discontinuita in x;

DERIVATA: {f'} ¢ il valore della f" nei tratti dove & definita, cioe ({f'},¢) =>_, fx“rl f(x)(x)dx

0: DO(x) = d(x)
SEGNO: Dsgn(x) = 2J(z)

15



SERIE CONVERGENTI IN D':
DERIVATA:
fn localmente integrabili (€ D), S =" f, convergente ¥ K compatto =
S localmente integrabile = S € D' = DFS = 3" | (k) (anche se Y7, % non converge in IL?)
RIORDINAMENTO:
Serie riordinabile se serie numerica limy, o (> T, 1) = Y, ¢, converge (e NON se y . |T,| converge)

SERIE NOTEVOLI: _
S e = VP + 3% w(n — 2n7)

1—ei®
Zzoz\ioo}; #eim = ‘%2 —mz+c (le f, sono periodiche e limitate, se si impone: f027r flz)=0=c= ”—32)

ForMmuLA DI POISSON:

o

Z et = or Z d(x — 2nm) (14)

n=—oo n=—oo

SU FUNZIONE TEST: (Y 00 e )y =32 (M@ ) =27> >0 (2nm) =300 (n)
MOLTIPLICAZIONE DI FUNZIONE E DISTRIBUZIONE:

(G TeD
g(x) funzione, g(x)T distribuzione VT < (¢T,v¢) = (T, g¢) & {g < e e

Vn,g™Im|g™ <2 seT e

T A SUPPORTO COMPATTO: T a supporto compatto K = ¢T distribuzione < g € C* su aperto A D K
DERIVATA: D(gT) = ¢'T + gDT
DELTA: g(2)d(x) = g(0)d(x)  g(x)d'(x) = g(0)d'(x) — ¢'(x)d(x)

TRASLAZIONE:

(T'(x +a),¢(x)) = (T(2), (2 — a))

PARTIZIONE DELL’UNITA:
A aperto, K C A compatto, A; C A;Vi,{A;} copertura finita di K
= I; € D(A) | 0< >0 9 <1, Sor i =1suX aperto |[K C X C A

ZERI:
T=0in A& Vi € D(A) si ha (T,¢) =0 con D(A) = {¢p € D| supporto di ¢ € A}
T=0inxo< 3I(z)|T=01in I
SUPPORTO: o = {z|T(x) # 0} (o & chiuso, complementare dell’insieme degli zeri di T')
PUNTI«INSIEME: T =0Vz € A aperto =T =0in A
SUPPORTI DISGIUNTI: o Noy =0= (T,1) =0

DISTRIBUZIONI A SUPPORTO COMPATTO:
or compatto, n € D, n = 1 nell’aperto A D op = T = nT (cioe (nT,v) = (T,¢) )
T € D', op compatto= T € &' (cioe le distribuzioni di D’ a supporto compatto sono quelle di &£’

ORDINE DI UNA DISTRIBUZIONE: N =ordine di T'|
T € D',or compatto=>3IM € R,N € N||[(T,v) | < M sup,<y | ®)|  (indipendenti da 1))
T € 8,07 compatto= IM € R, N € N||(T,¢)| < M sup; <y |z7p®)|  (indipendenti da 1))

ESTENSIONE

DISTRIBUZIONI A SUPPORTO PUNTIFORME:
or =x9, N =ordinediT = T = Zszo axd® (z — x)
or =x9, v® =0VE<N= (T,4)=0
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4.1 ¢ di Dirac

DELTA DI DIRAC:
d(x — xo) ¢ una distribuzione | (§(z — x), ¥ (x)) = P (xo)

SUCCESSIONI CHE TENDONO ALLA §(z) :

gl [Z, 9(@)de =1 = limysoon [Fg(nt)dt = [0 g(t)dt = 6(z) = limy_yo0 ng(na) = 6(x)
hmn_m = %% = () hmn_m Ls0202) — §() iy e = T = (@)
lim,_,q & o = 0(z) lim, o+ -5 = VPL xind(z) lim. ﬁe*lﬂ/82 = 0(x)

0 APPLICATA A FUNZIONE:
§(f(z)=21 Oe—ri)  con f(x) continua, z; i tutti e soli | f(z;) =0 e f/(2;) #0

=0 [f'(z:)

DERIVATA:

xd () = —6(x)

Dl(zx) = é(x)

Dsgn(x) = 24(z)
INTEGRALE

Jo(x )+a (a spesso determinato da condizioni di parita sulla trasformata)

fo dx = %f(())
VARIAZIONE ARGOMENTO:

d(ax — xy) = ﬁé(m — %)

f(@)o(z —y) = f(y)o(y — =)

d(—z) = d(x)

xd(z) =

DIMENSIONI FISICHE:
Ha le dimensioni 1/lunghezza: [6(z)] = [] 7}

4.2 Trasformata di Fourier in &’

DEFINIZIONE:
TeS YveS: (FT, %) = (T, F1p)

SuL'UL?: f(z) € L*UL? = (FTy,¢) = (T}, Fy) (cioé le trasformata nota e quella in S’ coincidono)

LINEARITA:
il funzionale (FT¥,) ¢ lineare in &’

CONTINUITA:

limy, 00 (T, ¥) = (T, ) = limp 00 (F1n, ¥0) = (FT,9)
se T € L' = F(T) continua e lim, o, F(T) =0

PARITA:
F conserva la parita: T pari = FT pari, 7T dispari = FT dispari

FT(—z) = [FT(-w)](z)
DopPPIA TRASFORMATA:
TeS = FFT)=2rT(—x) =
DERIVATA:
F(DT) = —iwF(T)
Nota F(f/x): g = % nota F(g) = F(f)=—iLFg
Nota F(zf): g=xf notaF(g) = F(f)= [ iF(g)du’
(a porta costante additiva al risultato da determinare da condizioni limite su g o su f)
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ProDOTTO:
F(2T) = —iD(F(T))

TRASLAZIONE:
F(T(x—a))= eiwa]?(T)

CAMBIO DI VARIABILE:
F(T(ax)) = §T(%)
TRASFORMATE DI FOURIER NOTEVOLI:
0(z): FO(z) = iVP(L) + mé(w)
1: F(1) = 27é(x)
Segno: F(sgn(x)) = 2iVP(%)
Delta: Fé(z) =

F(64) = F(2é(z) + 2 VPL) = 0(2)
F(6-) = F(36(z) — 55 VPL) = 0(—x)
1/z: F(VPL) = imsgn(w)
F(HP) = mx[-1.1]
et P = F
Esponenziale: F(e'T) = T(w + a) (argomento traslato)

Seno: F(si

Coseno: F

. F
Logaritmo: (F(In(|z])),v) = [, 257 dw + [0y Gldw + (ad(w), psi)

4.3 Equazioni e Equazioni Differenziali con Distribuzioni
SOLUZIONI DI zT =V

OMOGENEA: T € D/, T =ad(x) con a opportuna costante (spesso ricavabile da parita)

NoN OMOGENEA: T'=VPY 4+ ad(z) (necessario il VP in ogni divisione per )
Spesso risulta a = 0, ma € necessario inserirlo a priori dato che 0(z)z =0

V = 0(x): (T,) = [if YOO gy (2000 gy (ad(x), )
V=aT: T =ci(x —a) (autofunzioni d1 x)

SOLUZIONI DI z"T = 1:
OMOGENEA: T = Zz_laké(’“)( )
NON OMOGENEA: T = (( Dl o “pr-lypl L 3rms ard® ()

SoLuzIoNI DI f(z)T = 0:
f(xz) € C* |V K compatto ha un numero finito di zeri ; T =", Z : 0 ;0 (x — ;)

(VI(x;) di ordine &k T = Z?;é ard9) (z — xg) )

ZERI NON IsovLATI: f(z) ha zeri non isolati = soluzione non applicabile
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SoLuzIioNI DI DT = 0:
T = P,_1(z) un polinomio di grado ny
Sen=1= T = const
SOLUzIONI DI DT =V:
ESISTENZA: T'd ma non é unica, ma se 11, Ts soluzioni = T — T, = const
LINEARITA E CONTINUITA: T risulta lineare e continua
¢ TEST A INTEGRALE NULLO: Vo =9’ < [¢ =0si ha — (T, ¢') = (V,¢)
¢ TEST A INTEGRALE NON NULLO: ¢ = [p(z) — I(p)w(z)] + I(p)w(z) = [¢(z) = 0+ I(Y)w(t) =k
(con I(p) = integrale di ¢ e w(x)|I(w) = 0)

SOLUZIONE GENERALE: (T, ¢') = — (V,¢) + k= F(') +h
dove, di norma, F' é una funzione integrale che permette di definire ’azione di T’

SoLuzioNI DI DT = a(z)T + V:

METODO:
Z = L da sostituire con u(x) soluzione classica

OMOGENEA (V = 0):
in D/, con a(z) € C® T = u(x) con u(z) soluzione di Du(z) = a(z)u(z) = T = e~ Jo @Bt
in 8’ non esistono soluzioni

NON OMOGENEA:

__V _

EQUAZIONI LINEARI DI ORDINE n:

EQUAZIONE:
DNT + Y ai(z)D'T =V
METODO:
Trasformo ’equazione in un sistema di n equazioni del primo ordine DY = —A(z)Y + B
(Y; = DT DY = A(x) = (1= 6ia)Yier + 8in(V = Y15 ai(@)Yign )
DY: =Y,
i=T
Y, = D" T Ynor =
DY, =—-a, 1Y, — --—aY1+V

OMOGENEA (V = 0):

DY = —A(z)Y ha solo soluzioni classiche: Y = uli¢;
NON OMOGENEA:

SiaUp=ul”, Y=UZ = Dz=U"'B

I

19



5 Algoritmi risolutivi

ITEGRAZIONE DI f(z) CON UN NUMERO FINITO DI SINGOLARITA:
Da calcolare [ f(x)dx con z € R

Ipotesi:

I'integrale 3, < oo
estendibile sul piano complesso z — z € C = f(z) analitica su tutto asse reale

f(2) é analitica V z| Jm(z) > 0 tranne in un numero finito di punti

limp_ oo (Rmax | f(2)].e4) = 0 dove v ed R saranno poi specificati.

Procedimento:
- Considero semicirconferenza «y su semipiano Jm > 0, raccordata a segmento [—R, R] su asse reale
- Ottengo: fﬁR f(z)dz + fv f(z)dz =2mi)y", Ry(z)
- Eseguo il limite per R — oo = [*°_ f(2)dz = 2mi ), Ry (2)

ITEGRAZIONE DI f(z) CON 0o SINGOLARITA SU ASSE IMMAGINARIO:
Da calcolare [*_ f(z)dx con z € R

Ipotesi:
- f(z) ha infinite singolarita su asse immaginario, ma in numero finito altrove (o almeno in prossimita
di quello reale)
- Periodicita di f(z) in modo che f(z +ik) = —f(x)
- limge(2) 500 (f(2)) =0
Procedimento:
- Considero rettangolo con base su asse reale, altezza k (da periodicita) e lati verticali a £R
- Eseguo il limite per R — oo = 2 [*_ f(2)dz = 2mi Y, Ry (%) (ovviamente solo R interni)

INTEGRAZIONE SU ZONE VARIE:

Nel mandare R — oo considero lim,|—p_,o f7 f(Re)e?d

1
R'Il

Nel mandare R — oo maggioro con Darboux: % f,y |f(g(0))]do < M=
in 6 di f (isolata parte in R)

— 0 dove g(#) @ solo la parte

Nel mandare ¢ — 0 considero limj,|—._,q foga f(ee?)eap
- Nel mandare ¢ — 0 maggioro con Darboux: " fv |f(g(0))]|d8 < Meme™ — 0

INTEGRALE CON SEGMENTO NON CALCOLABILE ESPLICITAMENTE
Se da percorso risulta I = iJ 4+ R, con R residuo esplicito e J integrale non calcolato (da trovare I, I € R)

- Coniugo l'equazione: I = —iJ + R

- Sommo o sottraggo a seconda dei segni: 21 = R

- Ricavo I esplicitamente ora non si ha pitt dipendenza da J
NoON ESISTENZA DEL VALORE ECCEZIONALE:

2o singolarita essenziale per f(z) (cioe f(z) #woVz € I)

Suppongo che esista wq eccezionale in I(zg)

- Dalla definizione di eccezionale f(z) # wy

Dall'unicita di wg si ha f(z) =wo+ k< f(z) — k= wo
Scelgo k in modo che f(z) — k= f(C)

- Ottengo un assurdo perché ho supposto f(z) #wyVz e I

NB: ( deve appartenere ad I, questo vuol dire scegliere z € J in modo che questo accada
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ANALITICITA:
- Escludo domini estesi (semipiani, rette...) di non analiticita
- cerco z; | f(z;) = o0

- z non @ regolare (non é detto che siano i soli!), f(z;) non analitica

Se f(z) @ a un sol valore per z € I(z;) ¢ si ha un punto singolare isolato

Altrimenti (se z; non & un punto di accumulazione di poli) ¢ un punto di diramazione

PUNTI DI DIRAMAZIONE:
- (Definizione) f(zg + pe'?) = f(zo + pe@+2m)
- Se f(z )

flg(2)® ) = 2; | g9(zi) = 0,00 di diramazione
- Se f(z) = f(In(f(2)))= zi| g(zi) = 0,00 di diramazione

- Fogli: se f(z) a/b) = b fogli, se esponente irrazionale o In = oo fogli

INDIVIDUAZIONE E ORDINE DEI PoOLI:
NB: Utile utilizzare Hopital in ogni limite
- Ipotizzo che sia un polo di ordine k e faccio lim,_,,,(z — 20)*f(z) = L.

- Se L =0 = k > Ordine del polo
- Se L = 00 = k < Ordine del polo

- Cerco ordine degli zeri di ﬁ
- Per trovare ordine dello zero derivo k volte finché non ottengo f(k)(zo) # 0 (I'ordine ¢ k)

INDIVIDUAZIONE SINGOLARITA ESSENZIALI:
- Se zp non é removibile e non un polo (Vn il limite non converge)
- & sviluppabile in oo potenze positive

CALCOLO DEI RESIDUI

- Se polo del prim’ordine: R¢(z0) = lim._,(z — 20) f(2) e uso Hopital su tale limite

- f = g/h sotto ipotesi Hopital R (z0) = g/((zzoo))

SVILUPPI IN SERIE

- Utile ricondursi a ﬁ =y ,a" pera<l1

|an|
|an+1

- Raggio di convergenza p = lim,
- Talvolta f(z) = Eg(z), con g(z) di cui si conosce lo sviluppo, quindi si deriva termine a termine

INTEGRALE NOTEVOLE:

_ dx
I= 1+axe

00 aJ(b « a— o0 a—1m
J(b) :fo b+1wa - I= J( )’ —t = {x:bl/ o J(b) —pl/ 1f0 L — pl/a-1 dt

a sin?(m/a)
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PROBLEMA DI POTENZIALE - SEMIPIANO, BORDO IN 2 PEZZI:

0)=a sex>0

u(x
u(z,0)=b sex <0

Problema: V24 =0 sey > 0 con {

Cerco soluzione del tipo u = ¢; + ¢ arg(z)

Inserisco nelle condizioni al bordo: b=c¢1 a=cam+c1 = ¢

_ (a-b) NB: arg(z) =msex <0
T arg(x) =0sexz >0

Soluzione: u = b+ 4= arg( )

PROBLEMA DI POTENZIALE - SEMIPIANO, BORDO IN 3 PEZZI
u(z,0) =a sex €] —oo,—x1]
Problema: V?u =0 sey >0 con u(z,0) =b sex € |-z, 2]
u(z,0) =d sex € [x1,00]

Cerco soluzione del tipo: u = ¢; + coarg(z — x1) + cgarg(z + x1)

- Impongo condizione al bordo, usando u sopra definita: ¢y =d c¢o = b_Td 0y = 9=0

Soluzione: u(z) = ¢+ b;—d arg(z —x1) + anb arg(z + x;)

PROBLEMA DI POTENZIALE - CERCHIO (PARTICOLARE):

Problema generale: la soluzione si individua mediante la formula di Poisson
- Problema particolare: V2u =0 se |z| < Rcon u(R) = cos(nf)
- 2™ & analitica sul cerchio, cerco soluzione del tipo: R(Az") = u(z) = Ap" cos(nb)

Impongo condizione al bordo, usando u sopra definita: u(R) = aR" cos(n#) = cos(nf)

Soluzione: u(z) = (%)"cos(nf)

PROBLEMA DI POTENZIALE - CORONA CIRCOLARE:
U(Rl) =0
u(R2) = cos(nh)

Problema particolare: V2u =0 se Ry|z| < Ry con {

Sia 2™ sia zin sono analitiche sulla corona circolare, ma non posso usarne solo una perché altrimenti non

potrei annullare la funzione in R;

cerco soluzione del tipo: R(Az" + BZ;) = u(z) = Ap" cos(nb) + Bpin cos(nd)

- Impongo condizioni al bordo, usando u sopra definita

. cos(nf RZRo\p n
Soluzione: u(z) = W((ITQ) — (R2p)™)

PROBLEMA DI POTENZIALE - SIMMETRIA RADIALE 2D:
- in presenza di simmetria radiale, per u(z) armonica, V? = g;é + }ngﬁ =0
- separando le variabili si ottiene: uw = Aln|z| + B

- A.B determinate da condizioni al bordo

PROBLEMA DI POTENZIALE - SOLUZIONE TRAMITE FUNZIONE DI GREEN:
- Nota funzione di green G(r vecro) della geometria, u armonica

Problema di Dirichlet: u(rg) f o (u 8G)CZS

Problema di Neumann: u(rg) = faA (G34)ds + &2

Ogni costante ¢ da determinare con condizioni al bordo
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TRASFORMAZIONI CONFORMI - CERCHI(—)QUADRANTI:

SEMICERCHIO—QUADRANTE:
- devo mandare segmento (diametro) e semicirconferenza in due semirette ortogonali con l'interse-
zione nell’origine.
- mando i punti d’intersezione della circonferenza con il segmento uno in zero, uno all’infinito.
- Le due curve devono continuare a intersecarsi in tali punti= passano entrambi da 0 e oo = rette
- si mantiene l'ortogonalita in 0, cioé le due rette sono ortogonali
- 1l risultato & che ho mandato 1’asse reale in se steso e la semicirconferenza nell’asse immaginario

. N o ztR
- mediamente la forma ¢ w(z) = 255

e il segno ¢é in base al quadrante dove si vuole mandare

dove R ¢ il raggio della circonferenza (centrata nell’origine)

- per determinare il segno si testa su punti notevoli (ad esempio =+i)

QUADRANTE—SEMICERCHIO:
- Come sopra, si conservano intersezioni e ortogonalitd usando 0 e co

- Si possono usare come riferimento punti simmetrici alle rette che quindi risultano simmetrici al

cerchio

zE+Ri
zFRi

- Banalmente si puo invertire la trasformazione sopra riportata: w(z) = +

LINEE DI FORZA E EQUIPOTENZIALI (CONDIZIONI AL BORDO COSTANTI):

- Equipoteniali quadrante: rette dall’origine

- Equipotenziali cerchio: archi di cerchio passanti dai due punti di intersezione cerchio-diametro

- Linee di forza quadrante: archi di circonferenza centrati nell’origine

- Linee di forza cerchio: archi di cerchio centrati nei due punti di intersezione cerchio-diametro
INDIVIDUARE CENTRO DEI CERCHI EQUIPOTENZIALI:

(suppongo nota w(z) manda cerchio in retta)

- individuo la retta equipotenziale p di cui si cerca il centro

- individuo w = wy | z(wg) = 0o

- calcolo il simmetro di wy rispetto a p: S(wyp)

- wp e S(wp) devono rispettare la condizione: woe " = S(wg)e?

- S(wp) verra mandato nel simmetrico di oo per il cerchio, cioé il centro 2

- ricavo z(w), trasformazione conforme inversa

- calcolo allora z(S(wg)) = 2o centro della circonferenza

- si ricorda che Sr(z(S,(wp))) = z(wo) = 00

TRASFORMAZIONI CONFORMI - QUADRANTI < SEMIPIANI:

2 (raddoppia argomento)

- quadranti—semipiani: a seconda del quadrante utile w(z) = z
- semipiani—quadrante: a seconda del quadrante utile w(z) =+/z (dimezza argomento)

- se voglio restringermi a settore del piano che & $21 = w(z) = 2"

TRASFORMAZIONI CONFORMI: CERCHI+ CERCHI CONCENTRICI:

Deve esistere almeno una coppia di punti simmetrici per entrambi i cerchi non concentrici in z, dato che
in w entrambi i cerchi hanno 0, co come punti simmetrici

Individuo le coppie di punti simmetrici per entrambi i cerchi non concentrici
5 3 2
(21 — 201)(%22 — Z01) = RY

Devo risolvere _ 9
(21 — 202)(Z2 — Zo2) = I3

Trasformazione deve mandare tali punti in 0 e co: w(z) = £2=2L
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CALCOLO DELLA TRASFORMATA DI FOURIER TRAMITE RESIDUI:

Scrivo esplicitamente la trasformata come integrale

sul semipiano | Jm(z) > 0 = €™ diverge se w < 0 (infatti €% = e * iwx + iy = eWT~Y)

sul semipiano | Im(z) < 0 = ™ diverge se w > 0

Scelgo un cammino semicircolare vy sul semipiano superiore e vy_ sul semipiano inferiore

Y+ sew >0

Integro allora su
v— sew <0

- Utilizzando il Lemma di Jordan, mandando R — oo e ottengo:
Qf(f(:l,‘)) = 2mi Einterni Jm>0 R’F(Zl) + 2mi Eesterni Jm<0 RF(Zl)
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